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Apresentação 


Os livros da coleção Exercícios de Matemática apresentam forte inten- 

BAO / о о о 

ção de oferecer aos estudantes de Matemática (do que é lecionado em 1º e 2 
m resposta, que 


graus) uma numerosa e abrangente lista de exercícios, todos co 
foram elaborados e colocados em ordem tal que resultasse num crescimento ех- 
tremamente suave do seu grau de dificuldade, isto é, desde os muito simples até 
aqueles exercícios e problemas mais complexos. 

Para facilitar a utilização deste livro por alunos е professores, cada capi- 
tulo é formado por Resumos Teóricos, Exercícios, Exercícios de Fixação e Exer- 
cícios Suplementares. 

Na parte que chamamos Exercícios, estão aqueles iniciais е básicos que, 
normalmente, são resolvidos em sala de aula; os Exercícios de Fixação têm a 
finalidade de fazer com que o aluno adquira uma razoável prática nos diversos 


tópicos estudados, em seguida, os Exercícios Suplementares, geralmente mais 
sofisticados, visam ampliar e aprofundar os conhecimentos obtidos anteriormente. 


No final de cada volume desta coleção, o leitor encontrará uma seleção 
de testes e questões, recentes ou não, retirados dos principais exames vestibula- 


res não só de São Paulo como de outros Estados brasileiros. 

Desde já, agradecemos por eventuais comentários, críticas ou sugestões 
que nos sejam enviados pelos leitores deste trabalho, pois, para nós, terão grande 
importância e serão muito bem recebidos. 


Manoel Benedito Rodrigues 
Álvaro Zimmermann Aranha 
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Capítulo 1 <= 
Introdução 


A — Ponto, reta e plano 


Ao ler a seguinte propriedade: 
Lados opostos de um paralelogramo são CO 
B 


A - ——— 
ABCD é um _JAB=DC 
paralelogramo (АО = BC 


D E 


ngruentes”. 


j untas: 
quem nunca estudou geometria pode, entre outras, fazer as seguintes perg 


(Note que as respostas levam a outras perguntas). 


1) O que é lado de um paralelogramo ? 


Resp.: E о segmento de reta determinado por dois vértices consec utivo 


2) O que são vértices ? 
Resp.: São os pontos А, В, Ce D. 


3) O que é ponto ? 
Resp.: 


4) O que é paralelogramo ? 
Resp.: Е o quadrilátero que tem lados opostos paralelos. 


5) O que são lados opostos paralelos ? (lado = segmento) 
Resp.: São segmentos contidos em reias paralelas. 


6) O que é reta ? 
Resp.: 


7) O que são retas paralelas ? 
Resp.: São retas coincidentes ou retas distintas coplanares que não têm ponto 
comum. 


8) O que são retas coplanares ? 
Resp.: São retas que estão no mesmo plano. 


9) O que é plano ? 
Resp.: 


Observe que as perguntas 3, 6 e 9 ficaram sem resposta. E porque ponto, reta e 
plano não são definidos. 


| RE 
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| 2 

| Ехе 

| Os entes ponto, reta e plano são aceitos sem definição, por isso são chamados entes + 

| primitivos. Costumamos representar no papel, ponto, reta e plano, da seguinte maneira: Po 
E 


| | Ponto ÉD Plano 
! A Е" SS 
| r (92 


Para nomear 
ponto, usamos letras latinas maiúsculas: A, B, C, ... 


reta, usamos letras latinas minúsculas: r, s, t, ... 
plano, usamos letras gregas minúsculas: а, p, y, ... 


Devemos ainda destacar que: 
O ESPAÇO é o conjunto de todos os pontos. 


В — Teoremas e Postulados 
As afirmações que através de uma sequência lógica de argumentos (demonstração) 
sáo confirmadas, sáo chamadas teoremas. 


As propriedades que devemos, necessariamente, aceitar sem demonstrações, são as 


propriedades primitivas que são chamadas de postulados ou axiomas. 
Veja os enunciados de alguns postulados e teoremas que dizem respeito a ponto, reta 


e plano: 
Os teoremas enunciados aqui neste capítulo serão demonstrados no volume de Geo- 


metria Espacial. 


Postulado 1 
Em uma reta há infinitos pontos e fora dela também. 


Aer, Cer, Fer 
Ber, Der, Eer 


Obs.: 
1) Quando um ponto pertence a uma reta, dizemos que a reta passa por este ponto. 


Na figura a reta r passa pelo ponto A, passa pelo ponto C e pelo ponto F. 
А reta r não passa pelo ponto В, não passa pelo ponto D e não passa por E. 
2) Quando três ou mais pontos pertencem a uma mesma reta, dizemos que estes 
pontos estão alinhados ou que eles são colineares. Na figura: А, C e Е são 
colineares; A,C ер não são colineares. 
3) Símbolos: e = pertence, е = não pertence 
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Postulado 2 | 
i ora ambém. 
Em um plano há infinitos pontos € fora dele tar 
Aca,Bea, Cea, Eca, GEQ 


D 
A, В,С AAA B E с о; 
. | =” {Ммвс}=о.{ | 


Pp y С: E ý DEA, FEA 
Л A (A, B, С, Dico 
a 2 (A, E, G}, a. 2 (B. C, G, Е} 


"- 
« MÃOS 77] 
F 


Quando um ponto pertence a um pla 
Na figura: o plano « passa pelo pon E 
O plano а não passa pelo ponto D, nem por + plano, dizemos que estes pontos 

] tos pertencem a um , i $ 
Quando quatro ou mais pontos p lanares; A, B, E e G são coplanares; 


no, dizemos que o plano passa por este ponto. 


to А, passa por В, por C, etc. 


2) 
são coplanares. Na figura: 4, B, Ce E são cop 
А, B, C e D não são coplanares. x ; 
Mer se ; ; = А = não contem 
3) Símbolos: C = está contido, £ = não esta contido, > = contem, ED, 


Postulado 3 (Determinacáo da reta) 
Se dois pontos são distintos, então existe uma única reta à qual eles pertencem. 


Outro enunciado: Dois pontos distintos determinam uma unica reta. 


B B 
ne 


A 
r 


AB = 3111 1A Bj 


Obs: 
1) Neste caso a reta r também pode ser indicada assim: AB 


2) Note, então, que dois pontos distintos estão sempre alinhados, isto é, são colineares. 


Eles estão na reta que eles determinam. 
Se dois pontos À e В são distintos e pertencem ambos às retas r e s, então re s são 


retas coincidentes. А + В,{ А, В} ET; ГА, В} ESTES 


4) А expressão que vem abaixo da figura mostra como escreve r em símbolos o 
enunciado do postulado 3. Esses símbolos estão sendo introduzidos para que o 


aluno vá se acostumando com eles. O objetivo não é que o aluno adquirá 
habilidade no seu uso. Eles, inclusive, não aparecem nos exercícios. 


Veja os significados: 


3) 


qJ = existe 
3 = existe um único 
| = tal que 


Д = não existe 


EU V onn Ы 


Postulado 4 , Б Exercíc 
(Determinacáo do plano) == 
Se três pontos não sã 3 
ао são соПпеагев (não estão alinh: ão existe ani : 
eles pertencem. ( inhados), então existe um único plano ao qual 
Outro iado: Trés сөс» 4 
enunciado: Três pontos não colineares determinam um único plano 
В, В, 
„С a e 
А” У . С y 
Ar|r > {A,B,C} > ojo (A. B.C] 
Obs: 
1) Note então que trés pontos não colineares são sempre coplanares (estão em um De 
mesmo plano); estão no plano que eles determinam. 
2) Se três pontos А, В e C não colineares pertencem aos planos oe P, então 0 e В т 


são coincidentes À г| ES) (А, В, С} : LA, B, с) co, LA, B, C} cp «= 
Postulado 5 


Se dois pontos distintos de uma reta pertencem a um plano, então todos os pontos 
desta reta também pertencem a esse plano. Outro enunciado: Se dois pontos distintos 
de uma reta pertencem a um plano então esta reta está contida neste plano. 


PP MPS 


АжВ,ТА,Вісг,|А,В)со-згс о. 
Obs: Quando uma reta esta contida em um plano, dizemos que о plano passa por esta 
reta. Na figura: o plano о passa pela reta r 


Postulado 6 (Postulados de ordem) 


A relação um ponto está entre outros dois, por exemplo: um ponto P está entre A e 
B, que indicaremos por A-P-B, é a relação caracterizada pelos seguintes postulados: 
I) Se o ponto P está entre A e В, então P, A е B estão em uma mesma reta. 


ЕВЕ ВЕ os AY PIB] 
A 


2) Se P está entre À e B, então estes pontos são distintos dois a dois. 
B 


P A PB: As Baht В 


47” 
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3) SePestáentreA e B, então P está entre B e À 


A=P=B=>B=P-A 


4) SeA é diferente de P então existe B tal que P está entre А e В. 


o —> —-9 


o = —— = 
А Р А Р B 
Se P está entre À e B, então A não está entre P e B e B não está entre A e P. 


5) 
А-Р-В -5--(Р-А-Вул-(А-В-Р) 


Obs.: 
-(A — B — P) = não (A – B — Р) 
Definicáo 1 — Segmento de reta 


Dados dois pontos distintos A e B, chamamos de segmento de reta AB (indicamos 
AB) ao conjunto de pontos cujos elementos são A, B e os pontos que estão entre A е B. 


A 
A P 

AB 24A, B PIA-P-B 
== | УА | ) 


Estendendo a definição, quando os pontos А е В forem coincidentes diremos que 
eles determinam um segmento nulo 


A 
o A=B > AB énulo 


B 
Definição 2 - Semi-reta 
Dados dois pontos distintos A e B, chamamos de semi-reta de origem A que passa 


. . . . 242 
рог В, ou simplesmente semi-reta AB (indicamos АВ) ao conjunto de pontos cujos 
elementos são os do segmento AB e os pontos P tais que B esteja entre A e P. 
B 
à ab = AB 
» = AB U -В- 
(semi-reta AB) = АВ | Bal P} 


Postulado 7 - Separação (ou divisão) da reta 


7 | и 
m ponto P de uma reta r separa esta reta em dois subconjuntos não vazios, aos 
no P pertence, satisfazendo ás seguintes condicóes: 
A а ; | 
3 (ng A, B e P pontos distintos dois a dois, se A e B estiverem em apenas um dos 
C ғ ғ” 
sa E EN então P não pertence ao segmento AB e se A e B estiverem, cada um 
Д 5 
um desses subconjuntos, então Р pertence ао segmento АВ. 


6 
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Exercíc 
p e 
y" AN 
Subconjunto de r Subconjunto de r 

LA D = PAB 
ДЕЕР Pe АВ 
А Р В Рє АВ 

e - е Teo 


Cada subconjunto desses é chamado semi-reta e o ponto P é a origem de cada uma delas, 


Postulado 8 — Separação do plano 


Uma reta г de um plano a separa este plano em dois subconj 


quais r está contida, satisfazendo às seguintes condições: ; 
Sendo А e B dois pontos distintos, ambos não pertencentes à reta т, se A e B estáo em 


apenas um dos subconjuntos, então o segmento AB não tem ponto der e se A e B 
estão cada um em um desses subconjuntos, estão o segmento AB tem ponto de r. 


Subconj. n 
ES- Е 


untos não vazios, nos 


Cada um desses subconjuntos é chamado semiplano e a reta r é chamada origem de 


cada um deles. 
Cada subconjunto desses é chamado semiplano de origem r. 


Como já foi dito, os teoremas deste capítulo serão demonstrados no livro de Geome- 
tria Espacial. Então eles não estão numerados aqui neste volume. 


Teorema Por um ponto passam infinitas retas. 


Р 


e ———— 


Teorema Se duas retas distintas tém um ponto em comum, entáo elas tém apenas 


este ponto em comum. 


: Ipsi Per, Pes Pm 18:20) 


5 


Teorema Se uma reta que não está contida em um plano tem ponto em comum com 
este plano, então ela e o plano têm apenas este ponto em comum. 
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Exercício 


rro, Рет, Рей, => rno=4P) 


la Teorema Num plano qualquer há infinitas retas. 
las 


Qe 


O Leo 


Obs.: 
| 1) Quando falamos infinitas retas, estamos querendo dizer infinitas retas distintas. 
un 2) Quando falamos dois pontos, duas retas ou dois planos, não estamos descartando 
B a possibilidade deles serem coincidentes. Alguns autores convencionam o seguinte: 


eremos dizer dois pontos distintos e quando 


“quando falamos dois pontos, qu 
AeB são coincidentes ou 


falamos pontos А е В, devemos considerar que 
distintos ”. 


Postulado 9 — Postulado da interseccáo de dois planos 


Se dois planos distintos têm um ponto em comum, então eles têm um outro ponto, 


distinto daquele, também em comum. 


20+ В, Аєо, Aep = JB|BzA^Bea^Bep 


Teorema — Teorema da interseccáo de dois planos 
Se dois planos distintos tém um ponto em comum, então eles têm uma reta, e apenas 


os pontos desta reta, em comum. 


а +В, Pea, Pep > 2Ці-олф 


Teorema - Determinação de plano 
Se um ponto não pertence a uma reta, então existe um único plano que passa por esta 


reta e este ponto. 
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Exer 
Outro enunciado: Uma reta e um ponto fora dela determinam um ünico plano. 


| 
Per > 3JajaoroiP; 


- 2 "coli os) estão sempre 
Obs.: Note, então, que pontos de uma mesma reta (pontos colineares) 
num mesmo plano (são coplanares). 


Teroma Por uma reta passam infinitos planos. 


r I; 


— BÉ e 


C — Geometria Plana e Geometria Espacial 
C1 — Geometria Plana 


É a parte da Matemática na qual estudamos as figuras planas. 
Figura plana é um conjunto de pontos que estáo todos num mesmo plano (pontos 


coplanares) 


Exemplos de figuras planas: | "D 
ángulo triángulo quadrilátero circunferéncia 


ARAS 


Obs: Neste livro vamos estudar apenas as propriedades de figuras planas. 


| | C2- Geometria Espacial 


I 
Í 


É a parte da Matemática na qual estudamos as figuras espaciais. 


Figura espacial é um conjunto de pontos que não são de um mesmo plano (pontos 
não coplanares) 


Obs: 


Na geometria espacial usamos as propriedades estudadas na geometria plana. 
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Exercícios 


Exemplos de figuras espaciais: 


paralelepípedo 


paralelepípedo retângulo 


a 


cubo 


prisma pentagonal pirâmide quadrangular esfera 
versas. 


D - Retas concorrentes, retas paralelas e retas re 


D1 - Retas concorrentes 


Definição 3 
Duas retas são concorrentes se, e somente se, têm um único ponto em comum. 


ІС 
E 24 
res são concorrentes < 3P ORE ІР) 


5 


Teorema (Determinação de plano) 
Se duas retas são concorrentes, então existe um único plano no qual ambas estão 


contidas. 
Outro enunciado: Se duas retas são concorrentes, então elas determinam um único 


res são concorrentes > 3 o | QGDTUS 


plano. 


D2 - Retas paralelas 
Definição 4 
Duas retas são paralelas se, e somente se, são coincidentes ou são coplanares e não 


tem ponto em comum. Indicação: r//s 
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Exercí 


| 
I-—S 
F] e тн m 
Jaja>orus E=] веўа 


Теогета (Determinação de planos) 


Se duas retas são paralelas distintas, então existe um único plano no qual ambas 
estão contidas. | 

| Зр i ani ano. 
Outro enunciado: Duas retas paralelas distintas determinam um ünico pla 


ASS > Jaja >orus 


—— too (96 


e ГП 


D3 - Retas reversas 


| Definição 5 | tida 
Duas retas são reversas se, e somente se, não existe plano no qual elas estejam contidas. 


— 
res são reversas & Ао | A>rUs 
Obs: 
1) Duas retas paralelas podem ter ponto comum: isto ocorre quando elas são 
coincidentes. 

2) Dada uma reta, sempre existe plano passando por ela e, portanto, duas retas 
paralelas coincidentes são sempre coplanares. 

3) Por definição, se duas retas são parelelas distintas, então elas são coplanares. 

4) Se duas retas são concorrentes, então elas são coplanares. 

5) Por definição, retas reversas não podem ser coincidentes e nem concorrentes, 
portanto, retas reversas não têm ponto em comum. Isto é: ser e s são reversas, 
então т s = Ø 

6) Note que mesmo não tendo ponto comum, duas retas reversas não são paralelas, 
pois retas paralelas são coplanares. 
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Exerc! 
| Бане por exemplo, que о sólido da figura abaixo, no qual as retas se apoiam, 
onsi ; ; 


“a um cubo (о cubo será definido no livro de Geometria Espacial): 
е) 


São paralelas as retas: a e b, a e d, b e d. 
São concorrentes as retas: a e c, a € e, bee,bef,beg,cee, Ге в. 
São reversas as retas: a e f, aeg,bec,cef,ceg, eef,eeg. 


E - Algumas Posições Relativas 
E1 - Ponto e ponto (А е В) 


a) Coincidentes (ou iguais) b) Distintos (ou diferentes) 
А.В (А-В) " B. (Az B) 
E2 — Ponto e reta (P e r) 
a) O ponto pertence à reta b) O ponto não pertence à reta 
(a reta passa pelo ponto) (a reta não passa pelo ponto) 
pec (P € r) а (P € т) 


ЕЗ - Ponto e plano (P e a) 
a) O ponto pertence ao plano 
(o plano passa pelo ponto) 


Pe Q 


O ponto náo pertence ao plano 
(o plano náo passa pelo ponto) 


Р 


Pea 
E4 - Reta e reta (ге s) 


a) Coincidentes (iguais) b) Paralelas distintas 


AE LA, 


(Ms (1//5,1%5) (15-0 


нк 2. 


с) Concorrentes 


| | 
| BERT Ў 
E DOS Spi 
ES — Reta e Plano (r e q) 
a) А reta está contida no plano 
(o plano passa pela reta). 


Podemos dizer também que a reta 
е paralela ao plano. 


DUE DAA 


с) A reta é paralela ao plano 


ІС 
== 
тс о, г/ о), тта= 


E6 — Plano e plano ( o e p) 
a) coincidentes (ou iguais) 
(são paralelos também) 


о= В, «т В = а = В 


с) Secantes 


ат В =1 
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gxercic 
d) Reversas с 
r F us 
AT E 
> um 
E tos “ 
т Су5 = 8 pm 
b) A reta e o plano são concor- 
rentes 
(o plano passa por apenas um 
D 


ponto da reta) 


ix 
24 


г ота = {P} 


b) Paralelos distintos 


ІСТЕУДІ 


(0+ B, 0/7 В), с ф =@ 


быка 
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F — Semi-reta, бетіріапо, Semi-espaço 


F1 — Semi-reta 
Um ponto P de uma reta r determina nesta reta (divide esta reta em) dois subconjun- 
tos cuja união é r, que têm apenas P em comum, chamados semi-retas. O ponto P é 


chamado origem dessas semi-retas. 


E r 


semi-reta 5 da semi-reta 


Dois pontos distintos A e B de uma reta r determinam 4 semi-retas nesta reta. 


A pae 
A 
A B 
B 
A B 


a) Semi-reta de origem A que não passa por B 
-> 


b) Semi-reta de origem B que passa por A : BA 
c) Semi-reta de origem B que não passa por A 
— 


d) Semi-reta de origem A que passa por B: AB 


F2 - Semiplano 
Uma reta г de um plano о determina neste р 
conjuntos cuja união é о, que têm apenas r e 


reta r é chamada origem desses dois semi-planos 
r 


lano о (divide este plano em) dois sub- 
m comum, chamados semi-planos. A 


F3 - Semi-Espaco 


Um plano qualquer c determina no espaço (divide 
o espaço em) dois subconjuntos cuja união é 0 es- 
paço, que tem apenas o em comum, chamados 
semi-espaços. O plano O é chamado origem des- 


ses dois semi-espaços. 


| 


14 
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- Segmento de reta | 
Outra Definição 


Consid 
ere d Hin 
015 pontos distintos A e B de uma reta г. Chamamos de segmento de reta 


AB, que ind; B 
in . MS 
> q dicamos por AB, à Interseccáo das semi-retas AP e BA 


A B reta AB 
-9— — e 
А В 
semi-reta BA A B \ semi-reta AB 


A B 


N 
segmento de reta AB 
A e B são chamados extremidades do segmento. 
z = =) AD 
Em símbolos escrevemos: ABN BA = AB 


Note que AB - БА e que AB + BA 

Definição já vista: Dados dois pontos distintos A e B, chamamos de segmentos de 
reta AB, que indicamos por AB, ao conjunto cujos elementos são 
A, В е todos os pontos que estão entre А е В. 

А noção estar entre é conceituada pelos postulados de ordem. 


Nota: Já sabemos que se os pontos 4 e B forem coincidentes, o segmento AB é dito 
segmento nulo. 


G1 — Segmentos colineares 
Definição 6 


mesma reta 


ABe BC são colineares 
ABe AC são colineares 
CD e EF são colineares 


ABe DE não são colineares 


| G2- Segmentos consecutivos 
Definição 7 


comum. 


Dois ou mais segmentos são colineares se, e somente se, estão contidos em uma 


Dois segmentos são consecutivos se, е somente se, eles têm uma extremidade em 


Exercícios 
ABeB 
ACeE 
MN е! 
все! 

Note € 
em CO 
ou nã 


G3 — 

Defin 
Dois 
junt 
com 


-ісісі>| 


O 
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ABe BC são consecutivos 
AC e BC são consecutivos 
MN e NP são consecutivos 
BCe NP náo sáo consecutivos 

tros pontos, além da extremidade, 


Note que dois segmentos consecutivos podem ter ou 
отит: veja AC e BC por exemplo. Note, também que eles podem ser colineares 


eme 
ou não: ABe BC são colineares, MN e NP não são. 
G3 — Segmentos adjacentes 

a intersecção entre eles é um con- 


Definição 
Dois segmentos são adjacentes se, e somente se, 
unto unitário cujo elemento é extremidade de ambos (têm uma extremidade em 


J 
comum e apenas este ponto em comum). 
жй 


B 
D 


A 
ABe BC são adjacentes (note que AB ^ BC = {В}) 
BC e CD são adjacentes 
CDe DE são adjacentes e colineares 
CE e ED são colineares e são consecutivos mas não adjacentes. 


G4 – Medida de um segmento e congruéncia de segmentos 
A medida de um segmento e a congruência de segmentos são assuntos que, de forma 


rigorosa, são estudados em um curso de 3º grau. Em seguida, enunciaremos certas 


noções que ajudarão a esclarecer esses conceitos. 
1) Escolhida uma unidade padrão (metro, jarda, pé, polegadas, etc) para medir seg- 
mentos е dados dois pontos A е В, existe um único número real não negativo а que 


expressa, na unidade escolhida, a medida do segmento AB 
A medida de um segmento AB é indicada por m (AB) ou por AB. 


Se a unidade escolhida for o metro (m), indicamos: m (AB)- om ou AB = om 


2) Dados um número real não negativo o. e uma semi-reta de origem P, existe um 


único ponto Q sobre esta semi-reta de modo que 
ml PQ) = оп 
| | 


medida metro 


Medir um segmento AB é comparar este segmento com outro, não nulo, escolhido 


76 


| - Ка m Exercícios de Matemática — 
| ————— To 


Vol. 6 
||| | como padrão. Enc балы ia ld: NE cios de 
| песо E a medida do segmento AB é determinar um nümero nào Exerci — 
| | quantas E a о lo Simbolo da unidade padrão escolhida, onde © representa «cfancia € 
||| 5 a unidade padrão “cabe” no segmento AB. di 
||| pego 
| 4 
m(AB) - би ou AB - би 
Se quisermos adotar uma outra unidade u' „com u'= de por exemplo, temos: 
АВ = би 
! u == ' = ! 
edes S A = AB=6(2u')=> AB=12u E 
: ENS ) Cor 
a 
Note que se AB é nulo, então AB = 0. 1º) Se 
Obs.: 29y 5 
Sendo, por exemplo, ат a medida de um segmento AB, note que 0 € R,, isto é, о > 0, 39) S 
3) Dois segmentos ABe CD sáo congruentes se, e somente se, eles tém a mesma 
medida. 
Para indicarmos que dois segmentos sáo congruentes, usamos o símbolo: = 
Então: AB=CD <> m(AB) = m(CD) 
| 4) Postulado do transporte 2) 
— D Ori 
Dado um segmento AB e uma semi-reta de origem P, existe um único ponto Q sobre = 
esta semi-reta de modo que PQ = АВ = 


B 


P 
Ti P рер Q г с 


5) А congruência de segmentos satisfaz às propriedades: 
а) Reflexiva: AB = AB | | 


b) Simétrica: AB=CD => Ср= АВ 
с) Transitiva: AB=CDA CD = EF = АВ = EF 
G5 - Distância entre dois pontos 


- Dados dois pontos distintos А e B, o segmento AB (ou qualquer segmento congruente, 
a AB) chama-se distância geométrica entre A e B. Por outro lado, a medida de AB 
chama-se distância métrica entre A eB. 


Se A=B já sabemos que o segmento AB é chamado de segmento nulo. Neste caso a 
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distância entre A e B é nula. 


dag m (AB) | 


B B din = AB | ou 
— > de (Distáncia (Distáncia 
A NE Же ук 
Ea geométrica) métrica) 


А-В > A=B > dan O 
(d, p= distância entre os pontos А е B) 
G6 - Comparação de segmentos 

a) Considere sobre uma semi-reta de origem P os pontos 5 e Q 
1º) Se S está entre P e Q, então PS é menor que PQ 
29) Se О está entre P e S, então PS é maior que PQ 
3º) Se Q coincide com S, então PS é igual a PQ 


1º o o 

22 SO. (29) Om (39) Q 

P Р Р 5 
Р5>РО Р5-РО 


PS < PQ 
b)Dados dois segmentos , AB e e CD não nulos, considere sobre uma semi-reta de 
origem Р Pos segmentos PS e PQ com PS = AB e PQ = CD. Então: 

PS < PQ ES АВ CD 

PS> PQ> AB> CD 

PS = РО > AB = CD 
G7 – Ponto médio de um segmento. 

Dado um segmento AB não nulo, o ponto M pertencente a AB é chamado ponto 


se 
médio de AB se, e somente se, AM e MB são congruentes. 


Note que as medidas de AM e BM são iguais. 


В M é ponto ——————— 
M _ les |MeABAAM=MB 
A médio de AB 


Obs.: 
1) Se Mé ponto médio de AB, então AM = MB. 


—————————————————'—wárÓ—————— NNI 
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2 U. 
ѕапао а comparação de 


segmentos prova-se que um segmento tem um únic 
Ponto médio. : 5 


| G8- : 
| | Soma e diferença de segmentos 


a 
) Se os segmentos PS e SQ så sáo colineares, com S entre P e Q, entáo PQé Chamado 
Soma dos segmentos PS e 50. 


ERES Q 
PQ = PS + SQ 
b) Dados dois segmentos AB e CD não nulos, o segmento PQ com 5 entre Pe Q 
onde PS = АВе SQ = CD é chamado soma de AB com CD 


| D 
| А 
>> NS C 


pr P S Q 
(PQ- PS--SQ, PS= ABASQ=CD)> PQ- AB+CD 


diferença entre PSe PQ 
ы-------------- 


Р Q S 
QS - PS- PQ 


Q entre PeS onde PS = AB e PQ = CD é chamado diferença entre AB e CD 


| B 
| D 
А 


mi | 
P Q S 


(05 - PS- PQ.PS- AB, PG- СБ) > 05. AB- CD 


c) Se os segmentos PS e PQ sáo colineares, com Q entre P e S, entáo QS é chamado 


| а) Dados dois segmentos AB e CD não nulos, com AB> CD, o segmento QS com 
| 


mios а 
exercícios — 


о о 


es 
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o Exercícios de Matemática ol. 
Exercicios 
21 Е Еа е -— A - 2 а - 
Nado Observe a figura dada e classifique com V (ver- 
1 dadeira) ou F (falsa) cada uma das sentenças a 
seguir: (Nesses exercícios “tipo V ou F” não es- 
seva V ou F no livro: escreva os itens a) b) c) etc, no seu 
AOS dé o valor V ou F que achar correto para cada item e, 
depois, compare a sua resposta com а do livro). 
a) Per b) Aver c) Ber 
S а) Ser e) {P,Q} с г 0 (5,В) с г 
g) r=PQ h) г= AB DOS 
2 Classifique com V ou F: 5 
€ 
а) Се 5 b) Pes c) Per А = r 
d) Pe a е) Bes f Ber “A 
п) Ае 5 h) Agr 1) fe ex @ B 
psca k) {А,Р} с a 1) {C,P} c о | 
Complete com e,e, c ou с: P 
3 (Neste tipo de exercício, náo complete no livro; 
escreva no seu caderno os itens a) b) c) etc, sem A 
o conteúdo de cada item, responda cada um com o símbolo Q 
que achar correto e, depois, compare com a resposta do livro). B 
a)A ....a Ь)В....а с) a “С 
а) С....а ело a f) (A, Q) ....a 
е) (B. C) ....а h) {A, P} ....а D4A,B)...a 
Complete: (Não se esqueça: não complete no livro) 
4 D 
a) A ....а b) A ....b c) B ....« 
d) B ....a eua f) (6,2100 
ga... һ)Ь....®% i) D ....« 
5 Classifique com V (verdadeiro) ou F (falso): 


aana-(A) b)bna-0 
c)crnaz 0 ало = г 
ejrna=0frnb=Y 
grrac=(C)  h)anb-(P) 
Dena=cijena=r 
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per 
6 Complete: Б а e) P 
ajenmd=1(...) bjanb= P 
c)and= d)bmnc= 
ejanc= Ыс а= 
gana= hbbna= 
сео = лао 
7 Classifique сот У ou Е: 
aan В=і b)ros- (P 
с)ама= {Ау djanß= {D} 
ejbna=(Dj] fbop-b 
gans-ó Шоо {B} 
)roi-(£O ) 501+ 
Wbmi=/D) Dani=(D) 
8 Complete: SA 
фе ьн rs EX 
ganb- h)anc= ) Бис = 
manbnc= пог В = о) aun y= 
ppovy- quanpBoy- 
9 Dizer se a figura é plana ou espacial: 
a) triángulo b) círculo с) esfera d) quadrado 
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Exercícios de Matem 


h) cone 


e) pirâmide triangular f) hexágono regular g) prisma triangular 


П 

П 

1 

! 

! 

1 
1 
П 
1 

2% 


пр ПЕ. 


Na figura temos um cubo e as retas assinaladas. Classifique com V ou F: 
estudados detalhadamente no livro de Geometria Espacial 


10 (Cubo e paralelepípedo são | 
desta coleção, mas o conhecimento intuitivo que cada um tem das propriedades des- 


ses sólidos, possibilita que se resolva os exercícios de números 10e i) 
c 


a) a e b são retas paralelas 


b) b e c são retas concorrentes b 
c) a e d são retas reversas e AA. 
d) b e e são retas concorrentes 
e) be d são retas reversas a 
f) a e c são retas concorrentes 
g) e e c sáo retas reversas 
d 


h) a e e são retas reversas 
i) d e с são retas reversas 


Complete com retas concorrentes, retas reversas ou retas paralelas, sabendo que na 


11 figura temos um paralelepípedo: 


a) a e bisáo retas ................ 
b)aec 
c)aed 
d)aet 
е)аег 
Раев 
g)bed 
h)bet 
res 
ret 


12 Dê o valor V ou F: 


a) AB г BA = АВ b) AB ^ CB ={В} 
> > 

c) AC ^ t = AC d) BC A CB = BC 
> > o 3 > 

e) АС U CA = AC f) АВ ‹ ВА = г 


p # M e 
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1 ccc——-.- выннан аннан. 
| ОШ UU Exercício: 
ШІ = 2; 
ІІ" a) D к лк. P — 
PO PD; b)DQ n PC = 18 
с ОР pn отчу --2 
е) ОР ar А o | Б 7 
g) AC D) B = h) СЮ л тг = > i 
i) DI ам 1 
i B, sendo r = AB 
14 Quantas semi-retas estão contidas em г, com origem em А ou em 1 
ES B o a) À 
— 12 с) À 
15 Considere os pontos distintos A, B, C, e D de uma reta Y om 
3. 
| D 
| А B С R 
~ О 9 
| a) Quantas semi-retas com origem em um desses pontos estão contidas em r: ә | = 
b) Quantos segmentos cujas extremidades são dois desses pontos, 65565 quatro pontos determinam? 
c) Quantas retas esses pontos determinam? 
a) 
4 


16 Considere 3 pontos А, В е С não colineares: 


a) Quantas retas esses pontos determinam? Quais são elas? 
b) Quantos segmentos esses pontos determinam? Quais são 
eles? 
c) Quantas semi-retas, contidas nas retas por eles determina- 
das, com origem em um deles, esses pontos determinam? 
d) Quantas semi-retas, contendo os segmentos determinados 
por esses pontos, com origem nesses pontos, esses pontos determinam? Quais são elas? 


К 17 Classifique com V ou F as sentenças: 


a) ABe CD sáo segmentos colineares 
b) AB e CD são segmentos consecutivos 
с) AC e CD são consecutivos 

d) ADe DC sáo consecutivos 

e) AC e CD são adjacentes 

f) CF e FE são adjacentes 

8) AC e CE são consecutivos 

h) BC e CF sáo adjacentes 


II 


E 
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18 Complete (Lembre-se: não complete б Б q 
no livro) E 
a) AD e BC sáo segmentos ... | 


b) PC e CE 580... 
c) PC e CB são... 


d) PE e EC são... 
e) AB е BC 580... 


E 
: 19 Se M é o ponto médio do segmento AB, classifique com V ou F as sentengas: 
AM = MB AM = MB B 
a) AM = MB b) AM = MB Т 
TEC c) AM - MB d) AB - 2. AM Р 
1 


f) ВМ = --АВ 


e) AM = 5. MB 
h) AB- MB = АМ 


g) АМ + MB = АВ 


Complete: 


20 A B С р 
ms 
à a) AB + BC = b) AC — BC = c) AD — CD = 
d) AB + BC + CD = e) AC + CD + AB + BD = 


Na figura foi colocada uma régua, cuja unidade é o centímetro (cm), para medir al- 


21 guns segmentos sobre uma reta r. Encontre as medidas indicadas. 
A B C D E 
Cie nm C Б 


АВ = „ЧАС = ‚ АР= ‚ АЕ= ‚ BC= 
ВР = ‚ ВЕ = , CD = > CES ¿DES 
22 Utilizando uma régua A B C D 
encontre, em centíme- 
tros (cm), as medidas Е 


dos segmentos da figura: 


^ p — M— X _ 


Exercícic 


23 Usando uma régua ou compasso ache o segmento congruente ao segmento indicado €— 
em cada item. 


В Е 


М ] 


> 
\ 
\ 

| 

| 


к І 


а) АВ- b) С c) LK = d) EF = 


2 4 Resolver 2 


— 5 2 2 
a) Se um segmento AB mede 5u e 20 и”, quantos u mede u 


раак саѕо 
b) Se CD mede 12 u e u = 5и”, quantos u’ mede CD ? а 
Y” Faça também os Exercícios de Fixação 40 — 44 

Nos problemas de geometria, mesmo quando for possível, não é costume desenhar a 

25 figura em V.G. (verdadeira grandeza), nem em escala (medidas proporcionais às me- 

didas reais). Portanto, quando dermos uma medida ou pedirmos uma medida, ela não 
foi e nem deve ser obtida com a escala de uma régua e sim através de um equacionamento. a) 

Determine: 
a) AC, BD e CE c) 
=“ D DA + E 
óm em 11m 2n 
— аа 

b) BC e BD а 


2 6 Desenhe, по seu caderno, se 


gmentos com as seguintes idas: 
2,5 cm, 4 cm, ӚЗІ! cm, 4,3 с : medidas: 3,5 cm, 4,5 cm, 


m, 17 mm, 29 mm e 43 mm. 


D жыш 
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27 Sendo M o ponto médio do segmento AB , determine: 
) AM e BM b) AM e AB 
AP. 
20m put Lá — 
— ko қ É M = ==; 
5t M. — А yu RT fis ===: 
B h AL =) —— ж — 7 
eo =- 13m 
c) MB e PM d) MP 
8 24m 
sm T p. | 
EE Ee TN Ae DS E B 
й сеге . в А IA 
Р ы JUN 15m | Im 


та тед : eve-se 2 itir que todos os 
Quando em um problema náo indicarmos a unidade, deve-se admi ы NE Ne 
28 números indicam medidas em uma mesma unidade. Se não houver Эс у пе 
АЖЕ Bru in S 

confusáo nào usaremos a chave para indicar a medida do segmento. Determ 


9 16 == 
а) кыы; b)* H 
29 


X 
AAA  ----------..-------5----33ҢЦҢ 


Determine o valor de x nos casos: 
2 9 (Mesmo que você perceba o valor mentalmente, monte uma equação para achar o valor de 
x) 
10 16 
E E SRS E E ASS, 
a) b) 
2x 6 2x+4 
17 18 
—======== = лла íL[ —. 
2х-2 x+7 2x 4 АБ 


А В 2 
а) 2х+4 4х+2 D 8 2х+2 3x14 
CT  ————Ó" e 
20 P al A 
31 Se M é ponto médio de AB, determine x nos casos: 


А) АЕ a 


11 


DLE. O ES Әм E 


26 


Exercícios de Matemática — Vo], 6 


М P 
©) PAL zv А -B ЧК с: M x P х+3 um 
4x-6 : x e 42% Ss 
V Faça também os Exercícios de Fixação 45 > 47 
32 Determine a medida do segmento AB sendo x = 5 , nos casos: 
a) A З 288 ГВ ЫЛА Fa 2x+2 ха2 ^B 
X5 Б 3x-7 2X- 


33 Sendo M o ponto médio de AB , determine АВ nos casos: 
M 
CEE] III 
m 2—7 
X 2x45 FE 
3 4 Determine AB nos casos: 
2х 
4+ REED A 
a) A 2x3 Po xd в b) Aer —— 
ба» 2х-8 
35 Determine x e y, sendo M ponto médio de AB, nos casos: 
БУД, е... s 
2x- MA К сы М хао В 
2х+у+4 Зу-х 


Determine AB sabendo que М é o ponto médio de AB 


ADD A 
Аљам xy В 


5х-бу 


Os segmentos АВ е BC são adjacentes colineares e M e N são, respectivamente, os 
pontos médios de AB e вс. Determine MN sabendo que AC = 46 cm. 


Se os segmentos AB e BC são colineares não adjacentes, com AB > BC, eM eN são, 
al b 


AB e BC , mostre que MN = 


12 caso С 


Y” Faça também os Exercícios de Fixação 48 — 56 


Exercícios de Fixação 


os 


M B N 


respectivamente, os pontos médios de 


2º caso 
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(Cabide 
Se os segmentos AB e BC são adjacentes colineares е M e М, respectivamente, os 
38 a—b 
i A no tre ¡INES = = 
pontos médios de AB e BC , mostre que M 2 onde AB = a e BC = b. 


Classifique com V (verdadeira) ou F (falsa) as sentengas: 


40 


a) Numa reta há infinitos pontos 


b) Num plano há infinitos pontos 


c) Num plano há infinitas retas d) Num segmento há infinitos pontos 


e) Numa semi-reta há infinitos pontos 

g) Por um ponto passam infinitas retas 

i) Por dois pontos passa uma ünica reta 
k) Por trés pontos sempre passa um plano 


41 Classifique com V ou F: 


a) Duas retas concorrentes tém um ponto em comum. 
b) Duas retas concorrentes tém um ünico ponto em comum. 
c) Duas retas coincidentes tém um ponto em comum. 
d) Duas retas paralelas distintas não têm ponto em comum. 
e) Duas retas reversas não têm ponto em comum. 
f) Se duas retas têm ponto em comum, então elas são concorrentes. 


g) Se duas retas têm um único ponto em comum, então elas são concorrentes 
, 


b) Se duas retas não têm ponto em comum, então elas são paralelas. 
1) Se duas retas não têm ponto em comum, então elas são reversas. 


|) Se 5 ^ Б SE 
| p retas (ёт ponto em comum, então elas são coincidentes ou elas são concorrentes 
uas r 7 E à : 
etas não tem ponto em comum, então elas são paralelas ou elas são reversas. 


42 Considere os pontos distintos A, B e C sobre uma reta г 


a 
) Quantos segmentos esses pontos determinam? Quais são eles? 


b) Quantas semi-retas esses pontos determinam? 
с) Quantas retas esses pontos determinam? 


EE uu 


f) Numa reta há infinitos segmentos 
h) Por uma reta passam infinitos planos 
j) Por trés pontos sempre passa uma reta 


28 Т 
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Exe 
43 Considere 4 pontos distintos A, B, C e D (evidentemente, de um plano, pois estamos дер 

estudando geometria plana) sendo que quaisquer que sejam três deles, eles não são 

colineares. 

i Quantas retas esses pontos determinam? Quais sáo elas? | 
A PA ; у Ж, " a 

) Quantos segmentos esses pontos determinam? Quais sáo eles? l m. 
с) Quantas semi-retas há, com origem nesses pontos, contidas nas retas determinadas por eles? t 
d) Quantas semi-retas, cada uma delas contendo um dos segmentos determinados por esses pon- e 


tos, há com origem nesses pontos? Quais são elas? 


44 Resolver: 


a) Se a medida de AB é 12u e u = Е u”, quantos и’ mede АВ ? 


b) Se AB mede 26 u’ е и = = и”, quantos u mede АВ? 


NENNEN 


45 Se AB = 17, determine x nos casos : 
» 2x - 5 X197 
A р В 
b) EQ 
4x аһ 
ОИ РЕ оха е  PB=2x+] 
В р 


уа | 
ШШШ НЫНЫН so rm 


4 6 Sendo M o ponto médio de AB, determine x nos casos: 


A M 
a) х--2 
В 
b) A ү == Sendo: AB = 5x — 7 


A 
ӨР 3% Sendo: АР = 7х 3 


P B 
d) xt 1l x-4 xt6 


47 Se AB = 16, AD = 5x e CE = Зх — 4, determine x: 


pcm T айр)... Е 


х+5 x-1 


Sabendo que x = 10, determine AB e AC 
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não 9s - 
São == 
49 Determine AB, sabendo que M é ponto médio de AB, nos casos: 
A M IDEEN 
eleg» а) 5x - 7 2x +5 
` Pon. b) А M ERA S Sendo: AB = 2х + 2 
i 50 Sabendo que P é ponto médio de AB e PR — 8x — 3, determine PQ. 
A P B PR 
Зх - 8 х2, х + 12 
51 Determine x e y sabendo que M é ponto médio de AB, nos casos: 
ag 
A M B = 
ке o ^ . = 
a) x+y 2X=y Sendo: AB = 24 
^ D  Sendo:AB-4x-* 7 
b) Зх + 2у 5x -6 У 
52 Se М é ponto médio de АВ e AB = Зх — 2y, determine АВ 
A M B 
2x - 3y 12/-у 


53 


Dois segmentos AB e BC são colineares e AB = 24 cm e BC = 15 cm. Determine 
AC. 


54 


Os segmentos AB e BC são colineares, M é ponto médio de AB, АВ = 38m e BC = 
26 m. Determine MC. 


55 


Os segmentos AB, BC е CD são colineares, AB = 12 m, BC = 56 m, CD = 15 m. 


Determine AD. 


56 


Os segmentos АВ е ВС são adjacentes colineares, M e М são os pontos médios, 
respectivamente de AB e BC, MN = 24 m e MC = 30. Determine АВ. 


Exercícios Suplementares 


57 Se o segmento AB mede 17 cm, determine o valor de x nos casos: 
р В А 
ОЦ CER аас Domisi ma enge aS 
X 7 cm 
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А gxercício: 
P x-3 di 
S. c a ең В А жыға — Boc p pH 
x+3 Y qj TEA AH 64 
27 
58 Se AB = 36 cm e a unidade das medidas indicadas na figura também é o cm, deter- А 
mine x nos casos: a) 
Ас Р 
> А: —À 7В 
В b) dx A a) e 
8x-4 3x-6 x+2 
| 
2x43 6: 
== А Р Q s pp 
А • > 7 =B 
x-7 d) DX E 6 
SS d A 
3x+5 Зд xe 
59 Determine, x sendo M o ponto médio de AB: ( 
s B b) pe ee mr E. 
0, 
2х - 3 x+4 9 2x - 3 
60 Determine PQ, sendo АВ- 31: 
x-1 
A ————7 -— 
iocur x Т xil 
2x 
Determine AB, sendo M o ponto médio de AB: 
M B 
a) A — = к= ———; B Ds сш — ll 

2x -5 x+8 ЖА 85 лалы (сюеп ҠАЛДЫ = 

4x - 5 

62 Determine x, sendo M o ponto médio de AB nos casos: 
i 2x-4 
A B EE 
MM DD) Ss 
X+ X- 
3x+8 


| 63 Determine AB, sendo М o ponto médio de АВ: 


a) A M A Мм ~ 


¡e c. B Б) 
2x-4 + +14 3x+7 


ене 2 
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Exercíci = 5—— 
64 Se AB = 40 cm, determine PQ nos casos: 
ры р Q 
MET Ссс A A b) ds B Q А 
) a Y ^v (CEN E E 72 - - 
a 3x-2 2x-4 x+4 = — l 
AX 2422 X+] 
—B 5x417 
65 Os pontos А, В, Се D estão, nesta ordem, em uma reta т. Se AB é o triplo de BC CD 
excede BC em 5 cm e AD = 50 cm, determine BC. 
“В 
66 Os pontos А, В, С, М e P estão sobre uma reta т, sucedendo-se na ordem АМВРС, 
onde M é ponto médio de AB. Determine AB sabendo que AC = 27, MP é o dobro de 
o PC e que BP excede PC em 1. 
67 Os pontos A, B, C e D estáo em uma reta r sucedendo-se na ordem ACDB. Se AB — 
51 cm, CD = 9 cm, determine a distância entre os pontos médios de AC e BD. 
B 


A, B, C e D são pontos de uma reta com B entre A e C e C entre B e D. Sabendo que 


= 68 


AD е ВС têm о mesmo ponto médio, mostre que АВ = CD. 


Os pontos A, В е С estão nessa ordem sobre uma reta. Se М é ponto médio de AB e 


М o ponto médio de AC, mostre que MN = 5 (АС- АВ). 


69 


Os pontos А, B, С е D estão, nesta ordem, sobre uma reta. Se AD = a e BC = b, 
70 determine a distância entre os pontos médios de AB e CD. 


Sendo M o ponto médio de um segmento AB e P um ponto de MB, mostre que 


71 | 


РМ = (PA - PB). 


Sendo М o ponto médio de um segmento AB e P um ponto da reta determinada por 


72 


А e B, com A entre P e В, mostre que PM = > (PA + PB). 


73 Os pontos A, B, C e D estão, nesta ordem, sobre uma reta r. Mostre que sendo M e N 


; 1 
os pontos médios de AB е CD, então MN = 7 (АС + Вр) 


а 


еце 


Capítulo 2 ж 
Angulos 


A — Região convexa, regiáo cóncava 


А1 — Região convexa | 
ma região é chamada de convexa se, e somente se, o segmento determinado por 


U D . . 
os quaisquer dessa região estiver contido nela. 


dois pont 
С NA y 


А2 - Região cóncava 
Uma regiáo é chamada cóncava se, e somente se, existir algum segmento de reta 


cujas extremidades pertencem a ela, mas náo esteja contido nela. 


ФАК 


B – Ângulo 


B1 – Definição 
A união de duas semi-retas distintas não opostas de mesma origem chamamos ângulo. 


A m2 . . ~ 
Considere as semi-retas PA e PB não colineares da figura. O conjunto-união dessas 
. Tu 23 ғ” 
duas semi-retas é chamado ângulo. As semi-retas PA е PB são chamadas lados desse 


ângulo. O ponto P é chamado vértice desse ângulo. 


vértice do ângulo 


Ape lado do ángulo 


E 
A PA = lado; 
EN 
PB - lado; 
£ P = vértice 
—— lado do ângulo 


Indicação: APB ou BPA; 
A > -> 


B 
APB = PAU PB 
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B2 - Exterior е interior de um ângulo 
Dos semiplanos abertos (semiplano menos a reta que é a sua origem) determinados 
pelas retas que contém os lados do ângulo, considere aqueles que não contém pontos 
do ângulo. O conjunto-união desses dois semiplanos é chamado exterior do ángulo, 
O conjunto complementar, em relação ao plano do ângulo, da união desse ângulo 
com o seu exterior é chamado interior do ángulo. 


Exterior E” > е 
do = «Él " No 
ângulo “==... == agu 


ei A ? T 1ão externa 
Note que a região interna de um ángulo é uma região convexa e que a reg 
é uma região côncava. 


A união de um ângulo com a sua região interna chamamos setor angular. 


setor angular 


Obs.: 

I) Соѕіитатоѕ chamar um setor angular de ángulo convexo. Por um abuso de 
linguagem, costumamos chamar este setor angular simplesmente de ángulo 
(contrariando desta forma a definição). 


2 A união de um ângulo com a sua região externa também pode ser chamada ângulo 
côncavo. 


i Б» а 


Ехег 


Ina 


zh іса — Vol. 6 
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Exe 
Embora na definição, os lados do ângulo não possam ser semi-retas opost 

PR A | s Қ” z stas 
tumamos chamar de ângulo raso a união de duas semi-retas opostas И 


3) 
cos 


5 Um A c TM APB é raso 


E a união de duas semi-retas coincidentes chamamos de ângulo nulo 


APB é nulo 


Pe ^ 
B 


eta interna a um ángulo 
a é interna a um ángulo quando tem origem no vértice do ângulo e 


do ángulo pertencem a ela. 


B3 – Semi-r 
Uma semi-ret 
pontos internos 


=> A 
PC é interna ao ângulo APB. 


B4 - Ângulos consecutivos 
Dois ângulos são consecutivos quanto têm o mesmo vértice е têm um lado em co- 


mum. 
A R S 


E D jn 


APB e BPC são consecutivos (têm o lado PB comum). Note que neste caso eles têm 


apenas os pontos de um lado em comum. 
RDT e RDS são consecutivos (têm o lado RD comum). Note que neste caso eles têm 


também pontos internos em comum. 


B5 - Ângulos adjacentes 
Dois ângulos são chamados adjacentes se são consecutivos e não têm pontos inter- 


nos em comum. 
C 


А 


АРВ е BPC são adjacentes. 
АРВ е АРС são consecutivos e não são adjacentes. 
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À А B o + Ехе! 
B6 – Medida de um ángulo (em graus) кс. 
Assim como para as medidas de segmentos, o tratamento rigoroso das medidas dos 

ângulos é feito em um curso de 3º grau. 


Entre as unidades escolhidas como padrão, o grau (com os seus submültiplos), o 
grado e o radiano, o grau é a mais usual. Então, por enquanto, vamos caracterizar 
somente a medida de um ângulo em graus. 


A medida de um ângulo, em graus, é um número entre 0% e 180º que satisfaz а 
propriedade: 

“Dado um ángulo APD existe um único número a que está entre 0º e 180º que é a 
medida em grau deste ángulo APB. 

Indicamos: m(APB) = 9 o 
O instrumento usado para medir ân- 
gulos chama-se transferidor 


\ o 90º ono 
110°“ 100 80 7 


120º 


m(APB) = 20º, 
m(APC) = 35º, 
m( APD) = 60º, 
m(APF) = 90°, 
m(APF) = 105º, 
m(APG) = 135º, 
m(APH) = 150º, 
m(BPC) = 15º, 
m(BPD) = 40º, 
m(CPE) = 55º, 

m(DPH) = 90º. 
Lembrando a extensão da definição de ângulos, podemos dizer que um ângulo raso 
mede 180º e que o ângulo nulo mede 0º. 


Isto é: m(API) = 180º e m(APA) = 0º 


B7) Angulos congruentes 
Dois ângulos são congruentes se, e somente se, têm a mesma medida. 


B N 


Р R 


APB=MRN © mí APB) = m(MRN) 


rân- 
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OBS. : NA уз A 
1) Quando não houver motivo para confusão, indicaremos um ângulo apenas com a 


letra do vértice. 


sd APB-P 
P 


2) Quando formos indicar a medida de um ángulo costumamos colocar um arco, 
centrado no vértice , que vai de um lado ao outro do ángulo, com a medida próxima 


Р 


ао arco. 


354 


B8 - Bissetriz de um ângulo 

Definição 

É uma semi-reta interna a esse ángulo, com origem no vértice desse ángulo, que 
determina com os lados dois ângulos adjacentes congruentes. 

Outro modo: “É uma semi-reta com origem no vértice, interna ao ângulo que o divi- 


de em duas partes iguais”. 


A A 
Q 
р S P a 


— 
PQ é bissetriz de АРВ = ОРА = ОРВ 


B9 - Postulado do transporte 
Dado um ângulo MRN e um semiplano de origem a e uma semi-reta PA contida em a, 


existe uma única semi 
MRN. 


— 
-reta PB deste semiplano de modo que APB seja congruente a 
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| Exerc 
| B10 – Comparação i! 
| a) Considere sobre um semiplano, cuja origem contém uma semi-reta PA, as semi- 
| retas PB e PC nào contidas na origem desse semiplano. 
Se РВ for interna ao ângulo АРС, então АРВ< АРС 
Se PC for interna ao ângulo APB, então APB > APC 
Se PC for coincidente com PB, então АРВ = АРС 
C B 9 
В @ B 
Р 5 Р A i А 
АРВ < АРС АРВ > APC АРВ = АРС 
b) Dados dois ângulos MNR e  FÓH, considere num mesmo semiplano com origem 
na reta PA as semi-retas PB e PC de modo que PÁB= MNR e РАС- ҒОН 
Então: 
РАВ < PÂC > MNR < FGH 
PÂB > PÂC => MNR > ЕСН 
PÂB = PÂC => MNR = FĜH E 


B11 — Retas perpendiculares e ángulo reto 

Definicáo 

Note que as quatro semi-retas, determinadas em duas retas concorrentes pelo ponto 
de intersecgáo, determinam quatro ángulos formando 4 pares de ángulos adjacentes. 
Se dois desses ángulos adjacentes forem congruentes, essas retas sáo chamadas retas 
perpendiculares e esses ángulos seráo chamados ángulos retos. 


АРВ е BPC são adj PB = вр 
adjacentes АРВ = ВРС >r е s são perpendiculares 


rios de Matemática — Vol. 6 - — nm S 
EXE 


AS 


r e s são perpendiculares => APBe BPC são ângulos retos 


Obs. 2 ~ . . . 2 
1) Quando duas retas r e s forem perpendiculares indicaremos este fato da seguinte 


maneira: r L s. 
2) Quando um ângulo for reto colocaremos um quadradinho apoiado sobre os lados, 
com um ponto no centro, para indicar este fato na figura. 


B 


Р А 


АРВ 6 reto 
3) Um grau (19) pode ser definido como: (1º) = 1/90 (medida do ángulo reto)] 
Note então que a medida de um ângulo reto é 90º. 


B12 - Ângulo agudo e ângulo obtuso 
Definição 

Se um ângulo não nulo for menor que um ângulo reto, ele é chamado ângulo agudo 
e se um ângulo não raso for maior que um ângulo reto ele é chamado ângulo 


obtuso. 


АРВ < ângulo reto > АРВ é agudo APB> ângulo reto > APB é obtuso 
| B | 
| obtuso 
Р А Р A 
В13 - Soma e diferença de dois ângulos 


Definição 
a) Considere dois ângulos adjacentes APB e BPC, de modo que APC também seja um 
ângulo. Nestas condições, АРС é chamado soma de АРВ com ВРС . 


B 
С C 


P REE | sil A 
APB + BPC = APC 
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b)A is à A s igual a soma de dois à Exercí 
soma de dois ângulos quaisquer, se for um ângulo, é igual à 018 angu- ас 
los adjacentes congruentes a eles. 
B 
HL E К 25% 
С 
A E 
e- A. 
N 
Б м 
b) 
so 


APB e BPC são adjacentes 
APB = MNR 
BPC = FGH 


= АРС= ММЕ + ЕСН 


nsecutivos não adjacentes АРВ e BPC com АРВ>ВРС, O 


c) considere dois ângulos co К 
B е ВРС. 


ângulo АРС é chamado diferença entre os ângulos AP 
/ 02 Ex 


APB- BPC= APC 


ж 


d) А diferença entre dois ângulos quaisquer diferentes é igual a diferença entre os 
ângulos consecutivos não adjacentes congruentes a eles. 


R КТС 
G H 
E. A. E 
APB e BPC são consecutivos não adjacentes 


APB = MNR = APC = ММВ - НСЕ 
BPC = HÔF 


B14 — А à 
4 - Angulos complementares e angulos suplementares 


a) Dois à à 
) Dois ángulos sáo complementares quando a soma de suas medidas for 90º. Cada 


um deles é chamado complemento do outro. 


/ 


ns de Matemática — Vol. 6 
Exercícios de Matemática 


A реч, 
M a + В = 90º €» АРВ е MNR 
são complementares 


o adjacentes complementares quando são adjacentes e a sua 


b) Dois ângulos sã 
soma é um ângulo reto. 


x B 
APBe BPC sáo = : 
APB e BPC sáo 
adjacentes complementares 


adjacentes e АРС | -> 


é reto 


a soma de sua medidas for 180º. Cada 


P 
c) Dois ângulos são suplementares quando 


um deles é chamado suplemento do outro. 


| Р 


А 
a + B =180° <> АРВе MNR são suplementares 


d) Dois ângulos são adjacentes suplementares se são adjacentes e os lados não em 


comum são semi-retas opostas. 
B 


С Р А 


APBeBPC são adjacentes е A, P e С são colineareares <> АРВ e BPC são adjacentes 


suplementares 


Lembre-se: APC pode ser chamado ângulo raso. 
Quando dois ângulos são adjacentes suplementares, dizemos que eles formam um 


AOB e BOC 


par linear e reciprocamente 
B 


AOBe BÓC 
São adjacentes 
suplementares 


> | formam um 
par linear 
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Obs.. 


Quando dois á 5 
ois ângulos são complementares dizemos que ит ё о complemento do 


Outro. 
Quando dois ángulos são suplementares dizemos que ит ё о suplemento do outro. 
Muitas vezes, para simplificar os enunciados vamos identificar um ángulo com a 
sua medida. 

Exemplos: 

30º e 60º são complementares 
90% e 100º são suplementares 

20º é o complemento de 70º e 70º 


60º é o suplemento de 120º e 120º е о sup A 
Um ângulo (setor angular) raso é igual a soma de dois ângulos (setores angulares) 


retos. Muitas vezes, principalmente nos problemas, deixamos um pouco o rigor 
de lado e usamos a expressão ângulo com o mesmo sentido de setor angular. 


é o complemento de 20º 
lemento de 60º 


180º 


Co. 


B15 — Ángulos opostos pelo vértice 

Definição 

a) Dois ângulos não adjacentes determinados por duas retas concorrentes são chama- 
dos opostos pelo vértice. 


E 


APDeBPC sáo opostos pelo vértice 


APCeBPD sáo opostos pelo vértice 


Ex 


Biss 
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> Demonstração 
“ro didas d 1gulos 
О . Sejam o e В as medidas desses âng 
26 C «e 
E A T x A 
к “ы UT > 
a( ей <Q 
VP pw JP 
“СВ D" 
es) a + х =180° 
Op Note que: satx=Brx>[a=p | 
В-х-180” 


ED APD = BPC 
Obs.: Como dois ângulos congruentes têm medidas iguais, podemos dizer que 
dois ângulos opostos pelo vértice têm medidas iguais. (Este fato já foi usado na 


demonstração). 


B16 - Submúltiplos do grau 
Usaremos dois submúltiplos do grau para medir ângulos: o minuto e o segundo 


Símbolos: 1 minuto = 1; 1 segundo = 1” 


As relações entre o grau, o minuto e o segundo são as seguintes 


' = 60 x (60") = 3600" 


Note que: 1° = 60' = 60 х (17) 


= 60' = 3600" 


Exemplos: 
A metade de 4º é 2º B = r 
E NNUS. 
A metade de 1º = a metade de 60'= 30' 5- i ia =30] 
Б - 60" 

А metade de 1' = a metade de 60"= 30" СИР = 30" 
A metade de 5º é a metade de: 4º + 1° = 2° + a metade е 60º = 2º + 30”. Que escreve- 
mos: 2°30'. 

5º 42-19 ДЕ 1° 60° 

йш Же -729----29,.---29Ь — 2° o 90AN! 

2 > > > =2º430"=2 w) 


A metade de 9º = 4º 30' 

A metade de 4° 30' = 2° 15' 

A metade de 2° 15' = Е Аа = 157" + | = 1° 730" 
2 2 
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B17 - Operações Exercícios 
a) Simplificação de medidas Egxempl 
Para simplificarmos medidas de ángulos, quando são resultados de adições ou de a (3 
produto por numero inteiro, basta lembrarmos que 60” = 1º e 60” = 1°. 1 
Veja os exemplos: | 

p») 29 60' = 29 4 1° = 39 29) 5o 60' = 6° nes L 
3º) 6940” 60" = 6º 41? Де) 259160" = ге аи 
5%) 89° 59° 60" = 89º 60' = 90° PY 160 Е O P. COEM 
75) 130" — 120" + 10" = 2° 10" 2E MISIT m АА 37) ( 
9) 50558 350" рО E rudi | 
50" 58" 300" + 50" ы к tor | 
9055855 +50" (РІП өше Н 
о 2 10" 
50º 63º 50" 30 127 ' = о ! 11 
507 15-3: 50=51*3” 50” 2030 0 = 322-710 аум 
Bas 
Quando o número for grande divide-se por 60, mas não pode “cortar” 05 Zeros: Ras 


c — о > € 
9547-(954 |60 não há zeros | = 954°= 15954 Ex 
» 54 15 para cortar 


Se cortasse zeros қ 
4 ' —950'— 15°50 
d ni 504 o resto seria 5'. 


id Que é errado. e) 

B 

b) Adicáo e 

Basta somar graus com graus, minutos com minutos, segundos com segundos e de- ï 

pois simplificar, se for possível, o resultado. t 

Exemplos: 1 

1º) (32º 40' 30") + (40 10 40") 2º) (42° 40:30") + (48° 45 50") = | 
32º 40'30" =90 85'80" = 90° 86' 20" = 

40° 10' 40" =91 26 20" 


(ОБОО = 72º 5110" 
c) Subtração 


Basta subtrair graus de graus, minutos de minutos е segundos de segundos. As vezes 
temos que transformar 1º em 60” ou 1º em 60” (ou ambos) para efetuar a subtração. 


" 


ъ= 


45 
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EM 


Exemplos: 


19) (30º 45 50") — (15º 20 30") 2) 30%-(20% 50)= 


[30º 45' 50" (29° 60) — (20° 50) = 
lis 2030" NM 


15 2 50" 
3º) (29º 48") - (20º 30° 50”) = 49) 80%-(502 30” 45”)- 
(29º 47” 60”) - (20% 30” 50”) = (79° 60”) - (50º 30” 45”) = 
9º 17º 10" (79° 59 60”) - (50º 30° 45”) = 
- 29929715” 


а) Multiplicação por um número natural 
Basta multiplicar o número natural pelos graus, minutos е segundos, quando for o 


caso, e depois, se for possível, simplificar o resultado. 


Exemplos: 

ШІ 2) (52357 45”) ро) SAR 0) 
102702907 — 759,225" 25027 = 
102772152507 — 159/229 10” 
DEI 30" 78º 49º 10" 


e) Divisão por número natural 
Basta dividir graus, minutos e segundos pelo número natural sendo que se der resto 


em: 
i) graus, transformar em minutos (multiplicando o resto por 60), soma com os minu- 
tos já dados e efetue a divisáo dos minutos resultantes pelo número natural dado. 

ii) minutos, transformar em segundos (multiplicando o resto por 60), soma com os 


segundos resultantes pelo número natural dado. 
iii) segundos, coloque vírgula e encontre os décimos de segundo, centésimos de 


segundos, etc. 
Exemplos: 


1°) (36° 24'39"):3 2) (gr 46'15'):3 


362439" |3 SP. Aa |: 


120813" 21º 16 fe ZN ZO 
15! 
1 15" 
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12> 58! 45! Бу 


22 120! 180! 142 25 45" 
У lU ор 
2) = 120' 28' DS 
3) 0 
3-180" 


49º EE Б " 
4 240 60 9º 58! 21,8" 
E49, 297 109" 
41 09" 

1' Au 


'= 60" 40" 


Exercícios 


74 Dizer se é região сопуеха ou região côncava а região dada nos casos: 


Exerc 


Vo, 
CSS 
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Classifique com V (verdadeira) ou F (falsa) as sentenças: (Já dissemos que os ехетсі- 
75 cios não devem ser feitos no livro) 


a) АРВ е BPC são consecutivos b) APBe BPC são adjacentes 


с) APC e BPC são consecutivos d) APC e BPC são adjacentes 


e) APB e CPD são consecutivos f) APC e BPD são consecutivos 


Completar: (para simplificar vamos fazer m(APB) - АРВ ) 
76 (Não é para completar no livro) 


77 Completar: 


a) APD= b) АРВ- jig 10 0 gg / 
с) APF- d) АРЕ- 120% сг 

e) APG= f) BPD- 130º s 

g) ВРС- h) ВРЕ- 140% “40º 
DIBE- BRG 150° a 
k) CPA= 1) CPD= 
m) CPF= n) CPG= 
0) CPE= p) DPF= 
q DPG- r)DPE=_4 


s) EPG- t) EPF- 
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7 Com E 
8 о auxílio do transferid 
D 1 о 
Г, encontre as medidas indicadas nos ângulos: РЕ 
b 
a 
27; Determi Ev 
Ine i : A 
9 as medidas dos seguintes ângulos: 


ef Determi i a 
80 termine as medidas dos ángulos cóncavos indicados: 


a) APB= b) DCE = 


82 Usando o transferidor dizer se PM é bissetriz O 


83 
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: А 2 м à indicado em cada item 
81 Utilizando o transferidor encontre o ángulo congr uente ao ángulo indica 


C) UK = 


=> ж қ 
u não do ângulo АРВ nos casos: 


a) P b) Б с) 
В Е М 
В 
М А 
А М 
А 
Р 


Medir os ângulos adjacentes complementares nos casos : 


a) b) 


ds 


BI Р v 
! Exercícios de Matemática — Vol. 6 


84 


| | а) b) 


Medir os à i 
os angulos adjacentes suplementares nos casos: 


— 


85 Determine as medias indicadas nas figuras: 


As medidas a, b, c, ... são as medidas dos ângulos assinalados nas figuras. Completar 
com ( =) ou com ( + = 180º) 


аа аис а d 
a e 
ЗФ: b с b d TS 
е E E d с р d e 
à 1 > f 5 h g 1 
n à а р шу mom 
я р 
x j | k y р X k 


O 


NES 
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r as incógnitas através de um equacionamento, que é o caso 
a figura não está em verdadeira grandeza. As medi- 
ira se obter as equações. (Não se deve usar o trans- 


7 Quando for possível obte 
8 desse exercício, isto significa que 
das indicadas devem ser usadas pé 


feridor.) 
Determini 


w os valores das incógnitas nos casos: 


90º 


52 
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| 88 a 


Determine OS valores das incógnitas: 


T" 


89 Determine o valor de x nos casos: 


b) 14600 230 
roo: D N ж-қ X 


3x+10º 
o x+15º 
а) 35-45 ( $ 


5x-70º 


=> 


90 Determine o valor de x sabendo que em cada caso PQ é bissetriz de АРВ: 


Matemática — Vol. 6 


Exercícios de 


d) = ж Ў 


N : Q 


a 7: 
MMC / 2x-5* J 2x-109 x+10º N 
йы» N 84º 
“=: EN Y 
cox № В Р 2x-6? Y 
N LE RSRS ЗЕ. WAS, 


А Lo 
Q в 


/ Faça também os Exercícios de Fixação 120 — 122 


91 Determine as incógnitas no casos: 


b) 


54 
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Determine 
92 mine o valor de а nos casos: 


b) 


2x+40º 


> 


93 Sendo PQ a bissetriz os casos: 


de APB, determine a n 


b) 


10x+4y 


а 


Exercícic 
EEN 
EE ШЕШ 


95 


a) cor 


Se OP e OQ são bissetrizes dos ângulos АОВ e BOC , determinar РОО 
А nos casos: 


94 
A 


a) m(AÓC) = 134º 


/ 


“550 55 
— cios de matemática — A o eme me 
pror 


Determinar O ângulo formado pelas bissetrizes de dois ângulos adjacentes: 
cte : 


95 


b) suplementares 
nplementares 


а) c?! 


E 27 27 
и 
= == 8 
6 Se os ângulos APB e BPC são consecutivos е m(APB) = 1009 e m(BPC) = 30º ,quan- 
to mede APC? 
A A > > 
E 97 Se os ángulos AOB e BOC são consecutivos e OP e OQ são respectivamente as suas 


bissetrizes, determine a medida de РОО , sabendo que АОВ = 100º e ВОС - 409. 
AA E nnn цұДҙд A 


> > 


98 Se OP e OQ são respectivamente as bissetrizes dos ângulos AOB e BOC e 
АОВ Еа ВОС =b, coma>be POQ = x mostre que: 
A A 5 ' ж a+b 
a) Se AOBe BOC são adjacentes, então: x = > 
A A pe ° Се . а г> b 
b Se AOBe Вос são consecutivos não adjacentes, então: x = ы” 


м а RR X X X34 4Г.22----------------------- " ..... a 


V Faça também os Exercícios de Fixação 123 — 126 


Mis _ __ ___— _ __—_———— AS 


99 Lembrando que 1º = 60! (1 grau = 60 minutos), transformar as medidas em graus em 
medidas em minutos: 
a) Ш р) Оо с) Bor d) ANS 
e) 5º= 
6º= 0-- 0-- 4 == O 
f g) 7 h) 8°= i e» j) 10º= 


os trens nho зы 


100 Lembrando que 1' =60 (1 minuto = 60 segundos), transformar as medidas em minu- 
tos em medidas em segundos: 


a) "= b) 2- с) 3- 4) 4 — S s - 
101 Transformar em segundos as seguintes medidas: 

a) 40- pe 

e) 1°= b) 50'= с) 60”= d) 130- 


56 


102 


Le 4 , ,?6 a 
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D Exercic 
l'ransformar em minutos: 
5 Bao » id с) 3" 50! d) 40" 40' 11 
A ) 60955! WEE 
fh 1 с) (1С 
103 l'ransformar em segundos: 
104 ()!! e) 5945" 
a) 2'45" b) 5'50" c) 6750" d) iud a 11 
D) 9°55" р) 1°10'30" h) 2°40”50" i) 3°2 AX 
A — Pc c) O 
104 Transformar em graus as medidas: е) O 
' 240 
a) 60! = b) 120 с) ТЕ a 2600' 1 
е) 900 = f) 2700! | ЖЕСІ —_ E ж - 28 5 
105 Transformar em minutos as seguintes medidas: 
е 
"— d) 540" A 
«b. a) 120:- b) 1200" c) T * vM 
Ж (с) 720"- f) 1500" р) 450 Ай 
106 Transformar em graus as seguintes medidas: a) 
с) 
е) 54000" - f) 180000"- g) 57600" = h) 17 n 
107 Simplificar as seguintes medidas: 
a) 3º50' 60" b) 5248" 120" c) 49? 59' 60" d) 79º 59' 60" | 
e) 30º58' 120" f) 80957180" g) 15980! h) 29º 90 


i) 1945 130" |) 20%50 250! К) 50°59' 150" 1) 100°58' 320" 


EE LL Da 
1 08 Efetuar a adição nos casos: a 


a) (50* 3010") + (40º 20" 30") 
с) (30* 50' 45") + (20* 40" 55") 


109 


a) (50º 52º 35) - (40º 50° 30”) 
с) (35º 40” 30”) - (30º 39 50”) 


110 


a) 3 (10º 21º 15») dE TON. 
с) 10 (13° 25° 19» b) 4 (20º 30? 20») 


| d) 8 (15º 25º 30”) 


b) (40º 10' 35") + (5º 40? 45") 
d) (35939 44") + (3020' 16") 


Efetuar as subtrações: 
b) 40º - (25º 45”) 
d) 90º - (50º 20: 352) 


Efetuar as multiplicações: 
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Efetuar as divisões: 


111 
a) (48º 42º 30”) : 6 Б) (24º 14º 18”) : 3 
» с) (108° 54? 40") : 5 d) (132º 33” 22”) : 5 
Para simplificar os enunciados vamos identificar ángulo com a sua medida. Com- 
1 12 plete: му 
a) O complemento de 10º é b) O suplemento de 20 2. a 
c) O suplemento de 100º é d) O complemento de уш = 
e) O complemento de 25° 30º é f) O suplemento de 50 457е 
1 13 Se dois ângulos são complementares e um deles mede 
Sy a) 30º, então o outro mede b) 45º, então o outro mede 
c) 85º, então o outro mede d) 15º, então o outro mede 
e) 35º 40”, então o outro mede f) 71º 30750”, então o outro mede 
Rms е o (И E 2 
Se dois ângulos são suplementares então, se 
E 1 1 4 gu p 
a) um mede 40^, o outro mede b) um mede 50º, o outro mede 
c) um mede 75º, o outro mede d) um mede 25?, o outro mede 
e) um mede 50º 35”, o outro mede f) um mede 101? 36'54", o outro mede 
MeL . A . . 
11 5 Sendo x a medida de um ângulo, indicar o que se pede nos casos: 
a) o dobro dessa medida: b) o triplo dessa medida: 
c) o quádruplo dessa medida: d) a metade dessa medida: 
е) a quarta parte dela: f) dois terços dela: 
g) trés quintos dela: h) cinco oitavos dela: 
E^ 1) o complemento dessa medida: j) o suplemento dela: 
¿_ __— Q O—— M —— ы — MM 
116 Representando por x a medida de um ángulo, representar: 
a) o dobro do complemento desse ángulo: b) o complemento do dobro desse ángulo: 
= c) o triplo do suplemento desse ângulo: d) o suplemento do quíntuplo desse ângulo: 
e) a metade do complemento desse ângulo: f) o suplemento da terça parte desse ângulo: 
5) = do complemento desse ângulo: З i A 
5 angulo: h) 4 do suplemento do triplo desse ângulo: 


1) o complemento do suplemento desse ângulo: 
J) o dobro do suplemento do complemento desse ângulo: 
k) o complemento do complemento desse ângulo: 
1) a metade desse ângulo somada com 30º: 
m) a metade desse ângulo somado com 30º: 


ce ы т. у .  ._. . 


58 ^ 
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1 17 Em cada caso determine о ângulo em questão: (mesmo que perceber о кешш 
mentalmente, monte uma equação para encontrá-lo). 
a) o dobro desse ângulo mede 150º 
b) o seu complemento mede 70º 
с) o suplemento do dobro desse ângulo mede 80º 
d) a terça parte do complemento do dobro desse ângulo mede 10º 
e) o suplemento do dobro do complemento desse ângulo mede 44º А de 40° 
f) a metade do complemento da terça parte do suplemento do абре е са ыша 


is 4 а i sos: 
1 18 Dois ângulos são complementares; determine-os nos c 


b) um é o dobro do outro 


a) a diferença entre eles é 10º 5 
a — do complemento do outro 


d) o suplemento de um é igual 


<A 2 
с) um é igual a E do outro 
Ж м ————7C 


: ine- asos: 
1 1 9 Dois ângulos são suplementares, determine-os nos € 


o 

a) a diferença entre eles é 30º b) um excede o outro em 50 

c) a razão entre eles é E d) o suplemento do complemento de um deles excede o outro em 
3 


/ Faça também os Exercícios de Fixação 127 — 130 


Exercícios de Fixação 


gxercio 


с) 


4) 


120 Determinar о valor das incógnitas nos casos: 
130º a | Д 
д с 
ás > ^x "d 40 OS a 
a) b A 
30 110º 


peu qv A 


es 


Determine o valor de x nos casos: 
121 


a) b) 


Determine o valor de x nos casos: 


122 
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erc 
pes 


123 Determine x e y nos casos: E 


Determine x nos casos: 


a) A 


61 
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Simplificar as seguintes medidas: 
(Dar a resposta na forma de número misto: graus, minutos, segundos) 
d) 45º 450” 580” 


b) 20º 130° 190” с) 18º 3207200” 
h) 4º 3700” 2750” 


a) 50% 70780” 
e) 90º 25355” f) 1250'18225" g) 42855" 
128 Efetuar: 
a) (50º 35:28») + (3 1975274/>?) b) (30° 28735”) - (20% 4752") 
c) 8.(15% 37'55") 001017537 ӘЛ а) ә 
DERE AS 
h) (100º 10720”) - (52092222587) 


e) 92º - (30° 48759”) 
g) (47° 48337) : 5 
i) (39º 547497): 4 


j) (120º 31750”) - (100º 4156”) 


2 


a) o complemento de ЭР» 
с) о dobro do complemento de 41º d) o suplemento do triplo de 34º 
f) o complemento do suplemento de D 


e) o suplemento do complemento de 12º 
g) dois tergos do suplemento da metade do complemento de 30º 


2 
h) a terga parte do complemento de 5 do suplemento do triplo de 50º 


РЕ U eu 025 


1 30 Resolver: 


a) A diferença entre dois 


b) Dois ângulos são comp 
c) A diferença entre um ângul 


d) O suplemento de um ângu 


determine esse ângulo. 
e) A diferença entre o suplemento e o dobro 


Determine esse ângulo. 
f) A metade de um ângulo somada com o seu complemento dá 70º. Determine esse ângulo. 
é igual a metade do seu suplemento somada com 30º. 


g) A metade de um ângulo somado com 120º 
h) O tríplo do complemento de um ângulo é igual a metade do suplemento desse ângulo, quanto 


ângulos suplementares é 10º, determine-os. 
lementares e a diferença entre os seus complementos é 40º, determine-os. 


o e o seu complemento é 60º, determine esse ângulo. 
lo é igual ao quíntuplo da metade do complemento desse ângulo, 


do complemento de um ângulo é um ângulo reto. 


Determine-o 


mede esse ângulo? 
ooo SU 
Exercícios Suplementares 


13 1 Simplifique as seguintes medidas: 
е) 30756240" 


а) 30970: 


b) 459150” с)#65°39°123” d) 110º58'300” 
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1 32 Determine 


a) 30º40º + 15935 


as somas: 


b) 10930745” + 15929720” 


3 Determine as diferenças: 


a) 20º , » 
B Um SEA b) 31°40? - 20%45” 
d 20 Š 45930750” 4) 902 " 50930'45" 


134 Determine os produtos: 


а) 2 x (10935:45”) b) 5 x (6*15'307) — — 


135 Determine as divisões: 


c) (52563427) : 5 


а) (46%48:54”):2 b) (31:32:45) : 3 


136 Determine o valor de x nos casos: 
a) 
2x-10º 40: 2x-10º х+20° 
137 Determine o valor de o nos casos: 


M 
[Р | 
Б: 9, 
Ng 
à rios de Matemática — Vol. 6 
— > 
139 Da figura sabemos que OP e OQ são bissetrizes de AÓB e БОС Determi РбО 
: rmine Ў 


A 


— 


e 
A — 
-— | > 
"nw A je: \ 3 X- 2y 


0 


> > > A AS 
140 ОА, OBe ОС são semi-retas coplanares, m(AÓB) - 40” е m(BOC) = 60” . Deter- 
lor. mine a medida de АОС 
E ; An КЗ { 
1 41 A razão entre as medidas de dois ângulos é 7 e a diferença entre eles é 15º, quais 


são as medidas desses ângulos? | 


Quatro semi-retas com origem num ponto P, determinan quatro ângulos, com no 

142 máximo um lado em comum, cujas medidas são proporcionais a 2, 3, 4 e 6. Determi- 
ne as medidas desses ângulos. 

1 43 Dois ângulos adjacentes medem 78º e 44º, quanto mede o ângulo formado pelas suas | 

bissetrizes? | 


Dois ángulos consecutivos não adjacentes medem 138? e 40º, quanto mede o ângulo 


144 formado pelas suas bissetrizes? 
Dois ángulos consecutivos medem 120? e 50º, quanto mede o ângulo formado pelas | 
145 bissetrizes desses ângulos? 1 


е E ES 


14 6 A soma de dois ângulos adjacentes é 172º, quanto mede o ângulo formado pelas suas | 
bissetrizes? | 
| 


147 A diferença de dois ángulos consecutivos não adjacentes é 72º, quanto mede o àngu- 
lo formado pelas suas bissetrizes? 


14 8 As bissetrizes de dois ángulos consecutivos formam um ângulo de 46º e um deles 
mede 30^, quanto mede o outro? 


14 9 AÓB e BOC sáo ángulos adjacentes e АОВ é o triplo de BOC . Determinar 
АОВ e ВОС sendo m(AÓC) = 104* 


КА... ии ма 
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150 АОВ с 


5 


^ o — 
ВОС. Sendo 


" ч X ^ " A à е 2 
BOC são ángulos consecutivos e AOB 60 quádruplo d 


— — AA- 135”, determine АОВ e ВОС А - Eere 


capítulo 3 ж 
Paralelismo 


A - Definição de retas paralelas 
retas são paralelas se, е somente se, são coincidentes ou são coplanares e não 


Duas 


têm ponto em comum. 


ЕЗІ) A 
| 


Es 


WIS EE 
Jala>rusarnms=Y0 


Obs.. А 
Note que retas paralelas podem ter ponto em comum. E o caso das retas 


coincidentes. 
Note que retas que não têm ponto em comum, nem sempre são paralelas. 


Е o caso das retas reversas. 
Duas semi-retas são paralelas quando estão contidas em retas 


9. 
paralelas. 
Dois segmentos são paralelos quando estão em retas 
paralelas. Uma semi-reta e um segmento são paralelos 
quando estão em retas paralelas. Sendo т // s temos: 

a A B 2 A B ) A B 

E Du X CAD Н С b 
> > — =— = — 
AB//CD AB//CD AB//CD 


Da mesma forma, um segmento ou uma semi-reta pode ser paralela a uma reta 


AB//s e AB//s. 


B - Ângulos de duas retas e uma transversal 
Dadas duas retas r e s, paralelas ou nào, cortadas por uma transversal, os ángulos 


determinados por elas sáo assim denominados: 


t 
r 
c/b 
dya 
he 
5 


Exercícios 


> 


São chamad я 

São ОҚ Секен de internos os seguintes pares de angulos: (a € f) e (d e e). 

São chamados ernos externos os pares: (b e g) e (c e h) 

CES a ado internos os pares: (a е e) e (def) 

São chamados colaterais externos os pares: (b e h) е (c e g) 
s correspondentes os pares: (b e e), (a e h), (deg) е(се0 


C - Existéncia de paralelas 


| Teorema 
Se duas r 
ах І < . ^ 
etas cortadas por uma transversal determinam ângulos alternos internos 


cong 3 E 
gruentes, então elas são paralelas. 
( 


meo — — 


r 
6 В кенес С 


[к=] = [778] 


dos seguintes modos: 
res são paralelas 
res são paralelas 
— res são paralelas 
— re s são paralelas 


Este mesmo teorema pode ainda ser enunciado 
Angulos alternos externos congruentes => 
Angulos correspondentes congruentes = 
Angulos colaterais internos suplementares 
Angulos colaterais externos suplementares 


б.о cp» 


a) x =p => ШЕ b) а= В = 1//s 
t t 
о о 
r r 
қ B 
в 5 
c) оғф-180%->г//5 d) œ + В = 180° = 1// 


t t 
ot 97 
д r 
p 
i S 
В 


г AAA. A 
de Matemática — Voj 


exercícios 
Exon 


Por que 
te, ele 5 


Teorem 


‹ 


67 


pta aIMatemática = Vol. 6 
ue na demonstração desse teorema usamos outros que serão vistos mais a fren- 


Exe 
será demonstrado no capítulo 7. 


por d 
te, ele 
orema — Existéncia por um ponto 
us Dadas uma reta ге um ponto P, existe uma reta s que passa por P e é paralela à r 
P P 
е Ф. 5 
r Т 
1“ Parte: Construção 
Traçamos por P uma reta t que seja concorrente com г. Seja œ um dos ângulos deter- 
minados por г e t 
Traçamos por P uma reta s que determina com t um ângulo В, congruente а AL, de modo 
as (Esta construção está justificada no C Ty: 


que осе B sejam correspon 


22 Parte: Demonstração de que s // r 
De acordo com o teorema: “Se duas retas cortadas por uma transversal formam ângu- 
los correspondentes congruentes, então elas são paralelas", podemos afirmar que s é 


paralela а т. 
D - Postulado de Euclides ои Postulado das Paralelas 


“Dada uma reta e um ponto, a paralela a esta reta por este ponto é única 
в 
а 


R 
о 
І 


———À À5 
Este postulado, em outras palavras, afirma que: Dados uma reta r e um ponto P, se a 


> 
e b passam por P e ambas são paralelas a r, então a e b são coincidentes 


[ati biir Pea Peb | = [a=b] 


es acordo com o teorema anterior e o postulado das paralelas podemos escrever 
[1 
Dados uma reta e um ponto, existe uma única reta que passa pelo ponto e é paralela 


à reta dada". 


Exercícios de Matemática — Vol, 6 


Е — ae 
Já Outros Teoremas: | E 

A Vimos que: “Se du 
congruentes. ent 


. 45 retas e uma transversal determinam ângulos alternos internog 
do elas são paralelas”. O teorema seguinte é o reciproco dele. — 
Teorema 


—_ 
Se duas retas paral 3r LA: E de { | Т а doi Dai ÓN 
alternos inter arale as distintas sáo cortadas por uma transversal, Og Dis 
> ^«eTDOS obtidos são congruentes. t 
Т Teorem 
b | ; В қ се dua 
= 
Ж. a 
E A ; 
a l 
y. Р 
1//s > а = В oim 
a 
Demonstração: E | 
Vamos provar por redução ao absurdo 
Vamos admitir que a e B sejam diferentes e ver o que ocorre. 
1. Seja P o ponto onde as retas г e t se interceptam. | 
4 l 
2. Vamos construir uma reta r’ que passa por P e determina com t um a p. x 
congruente a œ, de modo que В’ e œ sejam alternos internos. Como В = B" obtemos p 
? 
que r'z r. 9 
А d 
k 
n 
] 


3. Como В’ e o são congruentes, de acordo com o teorema: “Se duas retas corta- 
das por uma transversal determinam ángulos alternos internos congruentes, então 
elas são paralelas", podemos afirmar que r' e s são paralelas. 

4. Note, então, que as retas distintas r’ e r passam por P e ambas são paralelas a s, 
o que é um absurdo contra o Postulado de Euclides. Então, quando admitimos que 

0 + D, chegamos a um absurdo. Então ot tem que ser congruente a p. 


Este teorema pode ser ainda enunciado dos seguintes modos: 
a) As retas r e s são paralelas = án 


| b) Asretasressão paralelas > án 
| с) Asretasres são paralelas > ân 
d) As retas r e s são paralelas = ân 


gulos alternos externos são congruentes 
gulos correspondentes são congruentes 
gulos colaterais internos são suplementares 
gulos colaterais externos são suplementares 


0$ 


Matemática — Vol. 6 Д 
y 


gxoreíeios LEE 
t t 
| АВ r £^ r 
p 


ADA 8 


r//s > о + В = 180º т// e + В = 180º 


с” 
1//s > a = 
dade do paralelismo entre retas (no plano) 


P" 
aralelas a uma terceira, então essas duas retas são paralelas 


r//s => O = В 
ІУІ 


а жазу”. 


Teorema — Transit 
qe duas retas são p 
—————— 5 


а = 
DRE 


b//r ==; a//b 


а//т, 
о- Vamos provar por redução ао absurdo 
plana devemos considerar as três retas num mesmo plano. O que é o 


г — 


pemonstracá 
(Na geometria 
nosso caso) ———M—— 
a 
b 
Т 


coplanares, tenham ponto em comum. Como elas 
s elas são, por definição, paralelas e não há nada 


Vamos admitir que as retas a € b, 
são distintas (se forem coincidente 
trar) e têm um ponto em comum, então por este ponto passam duas retas 


para demons 
as paralelas a reta r, o que é um absurdo contra o Postulado das Para- 
mum. Como a e b são coplanares e 


distintas, amb 

lelas. Então as retas а e b não podem ter ponto co 

não têm ponto em comum, elas são paralelas. 

De acordo como teorema acima e a definição de paralelas, podemos dizer que para o 
o de retas em um plano são válidas as propriedades: 


paralelism 
reflexiva: a // а 
simétrica: a // b — b //a 


transitiva: a // b, b // c — a // с 
Teorema - Se duas retas são paralelas e uma reta é concorrente com uma, então ela 


é concorrente com a outra também. 


r 


ж P 


ге concorrente com b. 


a//ber é concorrente com a 


IEEE 


wo 


D Exercícios de Matemática — Vol. g 
Demonstração -No 6 
agoraseber 

copl 


as são distintas. Vejamos 


te ques ro 
jue a e r sendo concorrentes, então el 
m comum e são 


podem nác 

> ao ter A 

anares, então b O ter ponto em comum. Se b e r não tem ponto e 
o с 21 NL 2 ә 

Por um ponto Ре a" r são paralelas, Então as retas a e r são retas distintas que Passam 

de Euclides. E E são ambas paralelas à reta b, o que é um absurdo contra O Postulado 

5. Então b e r tê 4 EM ‚до CONCOIT 
também. ) e r têm que ter ponto em comun. Isto é: b e r $29 entes 


Ес: : 
Semi-retas de mesmo sentido e de sentidos opostos. 


1) Duas semi 
uas semi-retas contidas em uma mesma T 


int ^ 2 
ersecção delas for uma delas е têm sentidos opostos 


fo : : 
r o conjunto vazio ou um ponto ou um segmento. 
C D 


> — y 
ABe CD têm o mesmo sentido 


> > 
ABe BD tém o mesmo sentido 


mo sentido, quando a 


eta têm o mes S 
do a intersecção delas 


quan 


> > 


BA e CD tém sentidos opostos 

> > 
BA e BC tém sentidos opostos 

> > 
CB e BC tém sentidos opostos 
2) Duas semi-retas contidas em retas paralelas distintas têm o mesmo sentido 


quando estão num mesmo semi-plano com origem na reta т que passa pelas suas 
origens e têm sentidos opostos quando estão em semi-planos opostos em relação a 


mesma reta r. 

E A 

SN 

P 

B 
Q 
r 
PA e 0} | 
e QB tém o mesm | y X 
o sentido PA e QC têm sentidos opost 
Teorema - іш; 


C m la 


suplementares. V. ; 
/ . VAMOS aqui | 
Uds qui considerar apenas os casos em qu 
paralelas distintas. Temos trés ca ile ЫЫ 
SOS: 


71 
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Os lados de um têm o mesmo sentido que os lados do outro. Neste caso eles 
. Caso: 


1 


28 


Є | А 4 
gas —— p à 


dej 4 
dy a Š т? 
E 


os de um sáo paralelos aos lados do outro, se considerarmos as retas 
ontém um outro lado, obte- 


Como os lad 
paralelas que contêm dois lados (r e r”) e a reta (s”) que с 


mos um ángulo x que é correspondente com о. Logo: a = x. Da mesma forma, s // s 
ет é transversal, obtemos que B e x são correspondentes. Logo: D = x. De 0 = «е 


B = x obtemos que 0 = В. 
2. Caso: Os lados de um têm sentidos opostos aos lados do outro. Neste caso eles 


são congruentes. 


Т. 
[0/ 
s! 
Basta considerarmos o ângulo x oposto pelo vértice com o (pode ser com D). Como 


x e B têm lados com mesmo sentido, de acordo com o 1º caso, x = D. Agora, dea. = х 
ex = obtemos: o — В. 


3. Caso: Um lado de um tem o mesmo sentido que um lado do outro e os outros lados 
tém sentidos opostos. Neste caso eles são suplementares. 


Bi B E 
Y 
Q 
A 


AE 


—— —— Exercícios de Matemática - Voy, y 


Bast i 
a considerarmos o ângulo x 


X e B têm 1 
ados com mes 
nesmo sent 
ео +х = 1 mo senti 


adjacente suplementar de at (pode ser de B). Como 
80º do, de acordo com o 1º caso, x = В. Agora, de x = В 
90 obtemos: o + В = 180° 


Exercícios 


e n 


i x : colaterais į 
151 Dizer se são correspondentes, alternos internos, alternos externos, colaterais jp. 


ternos ou colaterais externos os seguintes pares de ângulos: 
; 


h à] 
орхи : 
a)m,g b)x,g с) хс d)e,p e)e,8 
g)a,p h) m,p i) а,4 j m,c 
ІММе? д m)f,n n)f,k OS 
q) y, d D у,2 5) 0,2 9 5,4 
v)n,h w)k,h х) а 
1 52 Dizer se as retas r e s são paralelas ou não nos casos: 
b) с) d) 
70º 72º 119 
r r r r 
61º 
70º 60º 
5 S S Е 
2127 
118? 
f 9) h) 
88 125º 88º 
r Т i 
40° й SA r 
МЕР 929 
S 
А S 
92º 


S В) 9 
з O 
da % \ 
x % " Exercícios de Matemática — Vol. 6 
Sendo r e s retas paralelas, dizer se são congruentes ou 
153 suplementares os ângulos dados, nos casos: 
Буа: П с) а.а 
i хая с) а, D DAON 
A Db, ê h)b,d ет 
Хе k)e,c |) e.h 
Wf, DUE o) f,d 
E 
1 5 4 Dadas duas retas paralelas distintas cortadas por uma transversal, então: 
a) Dois ángulos alternos internos (ou externos) são .......... tmm 
b) | Doisângulos correspondentes вйо....................®.............-------з--=-з-тълг-==ццц шнш 
c) Dois ângulos colaterais internos (ou externos) são TU 
1 Б Б Determinar as incógnitas nos casos, sabendo que r е 5 são paralelas 
IS 


Y Faça também os Exercícios de Fixação 168 > 171 


сі ática — Vol. ДУ, 
Exercícios de Matemática — 121 6 gxercio 


i " AAA 
1 56 Indique nas figuras os valores dos 4 І | sabendo que r 65 são parale- | 
las. : s dos ângulos assinalados, saben 4 5 
V. 140? Б) с) Y T 
cue СӘ К» $ A 
N E - 
A / / 60º 
ТАСУ | ES 
AR S eJ y^ m 
f) 
e) pes x 350 
mV - 
ү 5 
r 5 
j dos ângulos D 
i figuras as medidas | 
1 57 As retas г, s, t e u são paralelas entre 81. Indique nas 118 

assinalados. 

т 
110º 


FIS : 


Bes 


/ 
CUM 
2 


Ав retas г, s e t são paralelas. Dizer 
se são congruentes ou suplementa- 
res os ângulos, nos casos: 


b) b, e c) b, d 
e) b,j f) b, h 
h) 1n i) p.n 
Юр,у I) p,1 
| n) n, ] 0) x, k 
g Аз Quy ух 
| s) y, q t) q, k u) k, m 


| w)k, 2 у) y, n х) n, k 


exercícios de Matemática — Vol. 6 


159 Determinar o valor da incógnita: 


160 As retas т е s são paralelas. Determinar x: 


Exercícios de Matemática — Voy, в 


--4 ехетеі 


Determi 
rminar os v 
alores das incóoni 
res das incógnitas sabendo que r e s são paralelas: 
= 


Indique na figura o valor dos ângulos assinalados. (Considere que são paralelas as 


retas com setas). 


| Y Faça também os Exercícios de Fixação 172 > 174 


-—Á— —À À—— 


cios de Matemática — VOL 6 
c 


Ее" 


Ав retas r e 8 sáo paralelas. Determine x nos casos: (trace retas paralelas auxiliares) 


163 


y | 
ANS 
d) ) 
NS 
SE 
== X 


IS 
1 6 4 Se as retas r e s sáo paralelas, determine as incógnitas nos casos: 


165 Uma transversal determina com duas retas paralelas ângulos alternos internos cujas 
sm medidas são 3x - 5º e x + 45º. Calcule a medida de um dos ângulos obtusos determi- 
1 66 Uma reta concorrente com duas retas paralelas determina ángulos colaterais externos 


cujas medidas são 2x + 50º e x + 10º. Determine a medida de um dos ângulos agudos. 


78 Ж 
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| Exercícios de 6 БЕТ 
1 TT 
67 Mostre que na figura ao lado x + y + z = 180º. E 
5 ; а 184 , 
Y Faça também os Exercícios de Fixação 175 > Р 
sa 
Í ao 
ш 
Exercícios de Fixas 
4 > $ SãO paralelas, nos casos: 
1 68 Determine o valor da incógnita, sabendo que ге 
SE 4 


65° r 
4 42: 
с) 5 

а) А b) à п | 

8 
1 x 130* 
Ir 
43A N 

e e) f) Z р 


169 Se os segmentos АВ e CD são paralelos (о quadrilátero ABCD é chamado trapézio), 
determine as incógnitas nos casos: 


170 Determine as incógnitas sabendo que em cada caso temos dois pares de segmentos 
paralelos. (O quadrilátero é chamado paralelogramo). 


; 79 
257 Matemática — Vol. 6 — C" - 
/сіоѕ de - 
Exerc 
Em cada caso são dados ángulos de lados respectivamente paralelos. Determine as 
1 71 incógnitas. > 


AI 220: 
С) Sv —_ - À RAS 
b) с) 
а) 
X 
AAA (am 
ES SS 1 
N “ 
1355 УМ, 2, 
C X y (EN, ¡EN 
d) e) po 2 50° 
У 
YA 
172 Sabendo que as retas r e s são paralelas, determine x nos casos: 


130° x 
40* Г 
а) 2x+6º Б) с) 
S S 
DELS 
Ё 5 r 5 
4х-20: zem. 

d) 2 х+25° е) 
3х+35° 


17 3 As retas r e s sáo paralelas. Determine x 


X 
r 
b) 80 
S 
45" 


RIOR шешн ый 


174 Sabendo que as retas г e s são paralelas, determine x 


3x+20º = 


X 
b) 4x 
6x-15* 
175 As retas r e s sáo paralelas. Determine as incógnitas nos casos: 
r © 
35 


ercício 
Exere 


d) 


176 


179 


s de Matemática — Vol. 6 


EETA 


Determine o valor de x nos casos: 
Sugestão: Trace por A uma reta paralela a BC 
A 
DOS 
b) с) 
x 80 
C B 


Uma transversal determina com duas paralelas dois ángulos correspondentes cujas 
medidas são 2x - 40? e x + 10º. Determine as medidas dos ángulos agudos determina- 


dos. 


Uma reta concorrente com duas retas paralelas determina dois ángulos colaterais in- 
ternos que medem 3x + 16º e x + 12º. Determine um dos ângulos obtusos. 


Uma transversal determina com duas paralelas ângulos alternos internos que medem 
x + y e 3x — y e ângulos colaterais internos que medem 2x * y e 3x — y, com x e y 


positivos. Determine a medida do ángulo agudo determinado. 


Exercícios Suplementares 


As retas r e s sáo paralelas. Determine as incógnitas: 


b) с) 
XAN 


2 е Matemática — Vo 
Exercícios de À = Val 


> 


3 


h) 


; ^ los A, B, с е b 
rmine os angu | 
I da it egmentos AB e CD são paralelos. Dete 
m cada item os s 


D 
У 


Cl» 


Y 


Uma transversal determina com duas paralelas dois ángulos alternos externos cujas 

1 o 

183 medidas são 2x + 40? e x + y e dois ángulos colaterais externos que medem 2x +40 
e y - x. Calcule os ángulos determinados 


Considere duas paralelas cortadas por uma transversal. Mostre as bissetrizes de 
184 dois ángulos: 


a) alternos são paralelas. 
b) colaterais estão em retas perpendiculares. 


0 .ӛ 


Ca! 


B ЖШШЕ 


capítulo 4 


A - Definição 


Dados três pontos А, Ве С não de uma mesma reta (não alinhados ou não colineares) 
> res) a 


E 


B^ 


A 


Então: 


Triângulos 


união dos segmentos AB, AC e BC chamamos triângulos ABC e indicamos por A ABC 


B - Elementos de um triângulo 


А АВС = ABU AC U BC 


Vértices: São os pontos A, B e C da definição. 
Lados: São os segmentos AB, ACeBC da definição 
Ângulos Internos: os ângulos, BAC, ABCe ACB que 


podemos representar respectivamente por A, Be С 
são chamados ângulos internos (ou simplesmente 
ângulos) do triângulo. 


Angulos externos: Os angulos adjacentes suplementa- 
res dos ângulos internos de um triângulo são chamados 
ângulos externos do triângulo. 

о, D e y são ângulos externos do triángulo 

Perímetro: А soma das medidas dos lados de um trián- 
gulo chama-se perímetro do triângulo. Indicamos o perí- 


metro por 2p. 


2p=AB+AC+BC | ou 2p=a+b+c |, onde a, b e c são respectivamente as 


medidas dos lados opostos a А, BeC. 
C - Região triangular, Região externa e Região interna 


Considere os semiplanos com origem nas retas que contém os lados do triángulo, 
que contém os vértices do triángulo. 


Exercícios de Matemática — Voy, 6 


Região triangular 
ж); 


peo C 


B 
a mencionados chama-se re. 


os acim 
a região triangu. 


os semiplan 


Região triangular: А intersecção d hamamos um 
gião triangular. Frequentemente, por comodidade, cha 
região externa 


lar apenas de triângulo. 
7 N 


A 
N dcs . 
4 regiao interna 7 
М 
b 


^ 
4 
4 E y 
М 


Região externa: O conjunto dos pontos do plano do triângulo não pertencentes 


a região triangular chama-se região externa do triangulo. 
Regiáo interna: O conjunto dos pontos da região triangular, não pertencente 


aos lados do triângulo chama-se região interna do triangulo. 


Obs.: 
Note que a regido i 
uma região cóncava. 


D - Classificações 
D1 — Classificação quanto aos lados 


nterna de um triángulo é uma região convexa e a regido externa é 


das iguais) 
medidas iguais) 


medidas diferentes) 


A Eqüilát 
шы As Isósceles ^ 
Escaleno 


Exercícios < 
px 


Obs.: 
ТЕ ! 
iguai 
2° 
cons 
5% 


é cl 


D2 


Triângulo Eqüilátero: É aquele cujos lados sáo congruentes (os lados tém medi- 
Triângulos Isósceles: É aquele que tém dois lados congruentes (dois lados tém 


Triángul TN à | 
gulo Escaleno: E aquele que nào tem dois lados congruentes (os lados têm 


EN 


“б 
N E. 
ет ícios de Matemática — Vol. 6 . : : 85 
Obs. Jr "e ; 
1 Para facilitar costumamos indicar na figura segmentos congruentes com “marcas” 
iguais (veja nas figuras acima) 
2 Note que todo triângulo eqüilátero é também isósceles. (Se ele tem 3 lados 
congruentes, então ele tem 2 lados congruentes). 
3 Num triángulo que tem dois lados congruentes (triángulo isósceles), o outro lado 
é chamado base 
? re, 
tg 
Us 
4— base 
M 
m ей 
4 Num triângulo isósceles o ângulo oposto à base é chamado ángulo 
do vértice e os outros dois são chamados ângulos da base 
А é o ângulo do vértice 
$ Ве С são os ângulos da base H 
D2 - Classificação quanto aos ángulos 


Triángulo Acutángulo: É aquele cujos ângulos são ângulos agudos 
Triângulo Retángulo: E aquele que têm um ângulo reto 
Triângulo Obtusângulo: E aquele que tem um ângulo obtuso 


A 
ES Кее | 


. A Acutángulo A Retângulo А Obtusângulo 
( A, Be С são agudos) (A é reto) (A é obtuso) 


Obs.: (algumas dessas observações são teoremas que serão provados em outro capítulo) 


1. Todo triângulo eqúilátero é também acutângulo 


А 


А, В е С são agudos 
B С 


2. Оз outros dois ángulos de um triângulo retângulo são agudos 
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бақ. 
4 Â é reto e Ве С são agudos 


BÁ EON 
us (E 


S : T 3 
Os outros dois ángulos de um triángulo obtusan 


gulo são agudos 


А 


S B é obtuso € A e C são agudos 
B (e 


de ser triángulo isósceles 


4. Um triângulo retângulo po 


B é reto e AB = BC 
B (ғ. 


5 Um triângulo obtusángulo pode ser triângulo isósceles 


А 
E. B é obtuso e AB = BC 
B C 


6. Num triângulo retângulo o lado oposto ao ângulo reto é chamado hipotenusa do 
triângulo e os outros dois lados são chamados catetos 


hipotenusa—, 
-— Cateto 


2 cateto 


| Е – Mediana, Bissetriz e Altura 
| | E1 - Mediana: 


médio do lado oposto a esse vértice. 


gxercícios а 
сааны 


AM ёа 
AS tres 
parice! 
Е2- Bi 
Bisset 
triàng 
com € 


temática — Vol. 6 


“ 


у= "ae Ve 


AM 5а mediana relativa ao lado BC ou mediana relativa ao vértice A. 

€ Wis medianas de um triángulo concorrem num mesmo ponto G que é chamado 
5 һы 

paricet 

Bissetriz de um triángulo é o segmento contido na bissetriz de um ángulo interno do 


^ 


tro do triángulo (Este assunto será retomado em outro capítulo) 


E2- Bissetriz: 
angulo, cujas extremidades são um vértice e o ponto de intersecção da bissetriz 
amis : 


tri 
lado oposto. 
com O p А 
% 


B 
S 
AS ёа bissetriz relativa ao lado BC ou bissetriz relativa ao vértice A. 
As três bissetrizes de um triângulo concorrem num mesmo ponto O que é chamado 
A 


incentro do triângulo. 

O incentro de um triângulo é o centro da circunferência pe 
inscrita no triángulo. (Este assunto será retomado em ou- Єз 
tro capítulo). А2 a 
ЕЗ - Altura: B ка C 
Altura de um triángulo é o segmento contido numa reta perpendicular, por um vérti- 


ce, à reta que contém o lado oposto a esse vértice, cujas extremidades são esse vértice 


e o ponto de intersecção dessas retas. 
^ A 


C B El C 


H mh 
va ao lado BC ou altura relativa ao vértice A. 


B 
AH é a altura relati 
As três retas que contêm as alturas de um triángulo concorrem num mesmo ponto 


que é chamado ortocentro do triángulo. 
No triángulo acutângulo as alturas, com exceção das extremidades, estão na região 


interna do triângulo. E o ortocentro é um ponto interno. (Veja figura acima). 


temática ~ yo, В 
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E ў xere ícios ! 
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S medi 
cir cunce 
пар 


No triângulo retângulo duas alturas coincidem com 


dois lados (os catetos) e a outra tem pontos па região 
interna. (Diremos que ela é interna). 

A altura relativa à hipotenusa é interna. Ca 
altura relativa ao outro cateto. O ortocentro é 
ce do ângulo reto do triângulo. 


“4 hipotenusa 


( 
"— altura Jr - 


da cateto é 
o vérti- 


altura e cateto 
ortocentro 


o são concorrentes. Quem A 


No triângulo obtusângulo as alturas nã EIE a 
são concorrentes num mesmo ponto são as Teias que CO E Б OLAS 
Оа alturas são externas e uma é interna. ШЫ mo E. dix d 
midades não sejam internas ao triángulo). O ortocentro 6 | Же 
triângulo. УР 

(Este assunto será retomado em outro capítulo). 


A ortocentro 
F — Mediatriz 


F1 — Mediatriz de um segmento 
Mediatriz de um segmento é a reta perp 


médio. 


endicular a esse segmento pelo seu ponto 


~ mediatriz 
de CD 


МєАВ, Мєг Қ РУ ИСЕ 
> r é a mediatriz de АВ 


AM=MB,r 1 AB 


F2 - Mediatrizes de um triângulo 
Mediatriz de um triângulo são as mediatrizes dos lados desse triângulo. 


`6 s de № Matemática — Vol. 6 
hip xercicios” 
ten p | бете " | 
Usa mediatrizes de um triângulo concorrem num mesmo ponto C que é chamado 
AS псепіто do triángulo. | | 
reu gulo acutángulo o circuncentro é interno ao triángulo. (Veja figura acima). 
jé an A q “(> a A p ay Р 42 
RN N А sulo obtus ângulo o circuncentro € externo ao triángulo. 


circuncentro 


- TM 


Cent H 
No triângulo retângulo o circuncentro é o ponto médio da hipotenusa do triángulo. 
Ponto 
— I— 
Ocircuncentro de um triângulo é o centro da circunferência circunscrita ao triângulo. 
А acutângulo A retângulo А obtusângulo 
(Este assunto será retomado em outro capítulo). 

G - Soma de ângulos no triângulo 

G1 - Soma dos ângulos internos do triângulo 

Teorema 


А soma dos ângulos internos de um triângulo é igual (em graus) a 180º. 


e Matemática - Мо, 


90 Exercícios d | 
| - A — pxert 
em 
соз 
в/АУ LAC 
Demonstração: 
š ; lado oposto. Tracemos 
Basta traçarmos por um dos vértices uma reta paralela ao P Mos 
então por А uma reta paralela a BC. 
A 
| В 
Considere as medidas indicadas na figura. 
Como ângulos alternos internos são congruentes obtemos y =y eZ =Z. E como x + 
у? +z’ = 180º, obtemos: ( 
x+y+z=180 | ou A+B+C=180' 
Consequéncia: “Os ángulos agudos de um triángulo retángulo sáo complementa- 
Les. 
O 
x+y=90 
E ES 


De fato: Como x + y + 90º = 180º, temos: 


G2 - Soma dos ángulos externos de um triângulo 


Teorema: 
A soma dos ângulo i 
s externos de um triângulo j 
5 à se const Let 
“der atr] Alla DIO derarmos um em cada vértice, 


o +BP + y 2360 


Y 
БС7 
M p 91 


N І Matemática — Vol. 6 
¡cios de 
еее 


ао: a ; 
Eon docui interno e o externo adjacente sao suplementares, temos: 
cada 
Como 


Ji cM 180° + 180º -- 180" = 
: +ү+х+у+27= a 
p+y=180 = 04 y 2 


y +z=180" 
a+B+y+ 180° -180 +360 


o + B+y=360' 


Obs.: Um triângulo tem 6 ângulos externos, е а soma 
deles ё 720º, mas quando falamos na soma dos ângulos 
externos de um triângulo, devemos considerar apenas 
um em cada vértice. E a soma neste caso é 360º 


a 4 B y 2360 


G3 - O ángulo externo 


Po: 


Teorema e | 
Cada ângulo externo de um triângulo é igual a soma dos dois ângulos internos 


são adjacentes a ele. 


ta. : 
Y 


Demonstração: 
De acordo com as medidas indicadas na figura temos: 


= o + x = 180º 
=> 
x+y чо #2 = 180º 


Analogamente obtemos as outras relações: e 


Outra Demonstração: 


que não 


Tracemos por um vértice uma reta paralela ao lado opos- 
to. Considere as medidas indicadas na figura. 
Como Q = y? + z’, у’ = y (correspondentes) е z = 2 


(alternos internos), obtemos: 
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5 Е ехе 
Н — Triângulo Isósceles A 
Sabemos > А 2, = TS 
och: к О triangulo isósceles é aquele que tem dois lados a e sabe. 
s tambeir a өза ado е ch: 
de n que num triângulo que tem dois lados congruentes, O outro е cha. At 
mado base desse triângulo. 
A -———— 
BC é a base do triângulo. 
тисе тео 
А é chamado ângulo do уе : се 
ж ж е A da base. 
- с Вес são chamados ângulos co! 


Teorema 


A : à tes. 
Num triángulo isósceles, os ángulos da base sáo congruen 


^ ABC é isósceles de 
base BC (AB = AC) 


(Este teorema está demonstrado no capítulo 7). 


Teorema (Este teorema é o recíproco do anterior). 
Se um triángulo tem dois ángulos congruentes, então ele é um triângulo isósceles. 


A A 
Ж >. il чынык 
В С В C 


(Este teorema está demonstrado no capítulo 7) 
| - Triângulo Eqüilátero 


Sabemos que o triângulo eqüilátero é i 

qüilátero é aquele cujos lados să n 
А S. э о congruentes. 05 
também que todo triángulo eqüilátero é também isósceles Ego 


les, 


Shy 
i È itj Vol. 6 93 
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Sa é eqüilátero ар : 
E é isósceles de base AB 
уа é isósceles de base АС s 
é isósceles de base BC B н C 
eorema a ; А БА M 2. er 
bs um triângulo é eqüilátero então ele е também equiângulo (os ângulos são 
congruentes) 
A N 
i | EY 
B C B sa AC 
A ABC é Тіл ЕСІ, REA 
MÀ — PA BIC 
equilátero 
Demonstração: 
Como ele é isósceles de base AB, obtemos: A = B. 
Сото ele é isósceles de base AC, obtemos А = C. Então 


Conseqüéncia: 


"Cada ángulo de um triángulo eqüilátero mede 60?". 


De fato: Como AS e A+B+C=180", temos: 


x+x+x= 180° 


3x=180º>x=60º> |A=B=C=60' 


A 


> 


60° 609 
z A 


94 Exercícios de ente 6 


M 


сі! 

Теогета m 
À n 4 eaniangulo, então E PERA 

(Este teorema é о recíproco do anterior). Se um triángulo € equiáng ele á 18 


também eqüilátero. 


A 
a) A 
LE. 
B 

4 

a) 

с) 
„йа 

Demonstração: tão ele é isé 
5 ão ele é isósce 
Sabemos шщ se um triângulo tem dois ângulos congruentes, еп les, 


Então: `k н 
Oh ele é isósceles de base ВС. Isto е: АВ-А 


е é isósceles de base AC. Isto é: AB = BC. Е 
АВ-АС-ВС | = | ААВСе equilátero E 


Exercícios 


Como B= g 
К ntão: 


Сото A = OR el 


Dizer, nos casos, se o triángulo é acutángulo, retángulo ou obtusángulo. 
185 (Suponha que as figuras estão em verdadeira grandeza) 


186 Em cada caso são dadas as medidas do 
| acutângulo, retângulo ou obtusángulo. 
Ti a) 40% 60% 80º b) 40» SQ» 90° 

| 0 0 0 / 3 с 3 de 45º В 


s ângulos de um triângulo. Dizer se ele é 


(cios de Matemática — Vol. 6 95 


gxel С. 


Dizer se o triângulo é equilátero, isósceles ou escaleno. (Segmentos congruentes es- 


187 tão com “marcas” iguais). 


D) | c) | i 


a) 2 xm + 


Em cada caso sáo dadas as medidas dos lados de um triângulo. Dizer se ele é equilátero, 
188 isósceles ou escaleno. 


b) 12, 16m, 12m, 


15m, 17m 
ia d) 18cm, 19cm, 19cm 


21m, 21m, 21m 


c) 
Dizer se o triángulo é retángulo isósceles, obtusángulo isósceles ou acutángulo 
189 isósceles, nos casos: 


С 
B (E E B 
2) ED. и A к. EN É 
А E É É S A B 


Dizer qual é a base de cada triângulo isósceles do exercício anterior 


190 


191 Indicamos o perímetro de um triângulo por 2p. Determine o perímetro do triângulo 
nos casos.: (A unidade de todas as medidas indicadas nas figuras é o metro (m)). 


13 16 lo 15 m 
à b) с) d) 20 | 
E К | 


192 Em cada caso temos um triângulo cujo perímetro é de 72 m. Determine x (as unidades 
das medidas indicadas é o m). 


X X X X 2x 
b) c) 
20 


3x+2 
D 


4x- 
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ercí 

D per 
ado о perímetro do triángulo, determine os lados nos casos: 222 
1: 

є: b) 2p = 72 с) 2р = 38 
2 А 

< | 
а 

4x+2 | 

x A de A E й 
4 

ЗН e 

2х+4 3х-8 | 


14 isá C. Determine x: 
Em cada caso é dado um triángulo isósceles de base B 


B 
А sS 14 , 
3x-10 x48 b) ET 
a) г a 
В С 5х-6 
TED _ 


Em cada caso é dado um triângulo isósceles de base BC. Determine os lados do 


triângulo. 


А 
5х-10 3х+2 Жж 
5) 
В E 
3x-2 С 


Em cada caso é dado о perímetro de um triângulo isósceles de base АС. Determine as 
incógnitas. 


b) 2p = 58 
A 


А 


6 " 1 
Қ ее үсісіо de Matemática — Vol. 6 | SAA : 9 
Em cada caso é dado um triângulo equilátero. Determinar as incógnitas. 
197 
N 
A V 
N 
+y, 2x-6 2х+у, \Зу-2 
x X 
* | b) q 
a) y \ 
қ é Зх-4у 8x-4y 
N Se AM é mediana do triângulo ABC, determine os lados do triângulo, nos casos: 
A 
2x 3x+1 
a) b) 
B 3х4 М x+2 С А 
= 
do / Faça também os Exercícios de Fixação 223 — 229 


q 99 Se AS é bissetriz do triângulo ABC determine À е B nos casos: 


С 


200 Lembrando que a soma dos ângulos de um triângulo é 180º, indique na figura a medi- 
da do ângulo assinalado: 


Exercícios de атанса c а 


prerie! 


S m 


20€ 

ee 50 

> B rH ES Do 
| 


m triângulo é igual a soma peer nds 
à assinalado. 
y aso, a medida do ángulo assina 
a caso, 


201 Lembrando que o ángulo externo Ed 
adjacentes, indique na figura, em ca 


¡angulo é i 1) 
brando que a soma das medidas dos ângulos fusa de um triángu gual a 
Б . A . : 
202 iex LA em cada caso a medida do ángulo assinalado 


130º 
120º 
с 
110: b) 140: ) 130º 


Lembrando que os ângulos agudos de um triângulo retângulo são complementares (a 
203 soma é 90º), indique a medida do ângulo assinalado, 
a 
d 


b) с) 4) AS 
A [+] > 


204 Em cada caso são dadas as medidas de dois ângulos internos de um triângulo. Deter- 
mine a medida do terceiro ângulo. 


a) 50°e 100° b) 60ºe 60º с) 5ºe 15º d) 90°е 1º 
1) 5806 59° g) 41%e 49º h) 32ºe 42º 1) 132ºe 18º 


| 
ae - 


e) 170%е562 


Em cada caso sáo dadas as medida 
205 


s de dois ángulos externos de um triângulo. Deter- 
mine a medida do terceiro ângulo 


externo: 
a) 120º 120° b)  115?e 125» с) 130°е 140º 
d) 140ºe 150º e) 90ºe 150º f) 140? e 140º 


roícios de Matemática — Vol. D 


Exe 


Em cada caso é dado um ángulo agudo de um triângulo retângulo. Determin di 
ermine a medi- 


da do outro ángulo agudo. 


b) 4 1° NM 53 _с) 85° d) 599 е) 31º 


Determinar as incógnitas: 


TAS 
/100 


/ Faça também os Exercícios de Fixação 230 > 232 


o C Һай ” . ra . 
И | - Exercícios de Matemática — Voy 


T IS (CiO 
e ener? 
20 Em cada cas “саға as medidas e E 
9 | ada caso temos um triângulo equilátero. Indicar na figura as medidas dos Angy. 
OS assinalados: 21 2 
b 
b) E 
— - ig > p / a E 
—— ИЩ me 
PP 
T 3 “marcas” iguais «x 5 
SA f „< (segmentos com 1 guals $; 2 
21 0 Em cada caso temos um triângulo M ( M assinalados: do 
: 1 os а SUE da s 
congruentes). Indique na figura às medidas 
| 
O 
a) 


a b) 


/\ 
La) 
- A A 
> y 
d) e) 
ES ES = 
O AN 
8) h) 
2507 = a a D 
139° 
130° 22 A 


211 Nos dois casos temos um triângulo isósceles. Indique a medida dos ângulos assi- 


nalados. “Podemos afirm iâ ¡sá A 
БИЛЕЙ > ar que todo triângulo isósceles que tem um ângulo de 60% 


EA b) A 


D 


> 


SS 
-% 
i O аш 101 
dos DA percícios de Matemática — Vol. 6 CERE p 
ч 


Determine as incógnitas: 


212 


3 b 


M 347 7s 

Aa a ыы. 

NM Determine as incógnitas: (Em cada figura segmentos com "marcas" iguais sáo 
% 213 congruentes). 


E) > 


| Кол. x 


g) 
/ Faça também os Exercícios de Fixação 233 — 235 
21 4 Determine o valor de x, nos casos: 
O 
b) 
ы) ÓN 


ícios 
E d pa Exercício 
_— 
Ж. -— 
-50* 
Ф 6х:90%// e) pe 4x 
= 2х+50° T 
-50° а) 
h) x-30º 3x-5 
3x10 4x-10º | 
=6 Determine o ángulo do vér, 
um triángulo isósceles de base BC. 
Em cada caso temos 
21 5 tice desse triângulo: | 
С 
а) 
Эх Шәй 
D 
> В 
А 
2х+4° 
d о 
) 5х+8 
В C 


o é dado um triângulo isósceles de base AB, determine as incógnitas: 


Se em cada cas 


216 


С 
Ф 


ІШ V Faça também os Exercícios de Fixação 236 — 242 


“8 
pxercícios de Matemática - tos (27 op — — Led 103 


As retas re s são paralelas. Determine as incógnitas. (Prolongue segmentos até encon- 
ras paralelas e use a soma dos ángulos internos de triângulo ou ángulo externo). 


SS 217 


tra 


252 
< 225º 
с) | 
; — — AN d 
Ба 
N \ 
40N 
\ 
e 
f) ET 
65º А 
r S 
1255 30º 
5 
1559 E 
1409 
g) x h) X 
Sx 
lias: 
218 Determinar x em função das outras medidas indicadas: 
21 9 Determine os ángulos do triángulo ABC, nos casos: 
a) B-À-10 e C- À- 50 b) B=2A e C2 À «20 
B 2А +B ет 
x te-— — d) А-С-10 e C=B+5 


Exercícios de Matemática — voj 


220 Determi А | 
ermine os ângulos de um triângulo isósceles, nos casos 

22! 

ч 


а) Cada âng 
М : с С ^ ^ ГА . 

b) Um án p lo da base mede o quádruplo do ángulo do vértice 
©) 0% gulo externo da base excede o ângulo do vértice em 75º КЕ Солар 

ângulo oposto à base, formado pelas bissetrizes dos ângulos das bases, € gulo da 

base em 80º. 

d) O áng "ux 

ângulo do vértice excede o complemento do ángulo da 
i :zes dos angu- 
1556112 ЖЕ 


base em 10º. 


221 O ângulo oposto ao lado BC, formado pelas b 
Be С { à lo 
los Be C de um triângulo ABC, é igual 20 quíntuplo do ângu 


A. Determine À. 


dos ángulos А 


222 O ángulo oposto a BC, formado pelas bissetrizes O 
externos em B e C de um triângu gu 


Determine A. 


— 249 


/ Faça também os Exercícios de Fixação 243 


Exercícios de Fixação 


lo АВС, excede o ân 


Sabendo que x — 5, determine os lados e o perímetro 2p do triángulo nos casos: 


/ ur х+3 Ох 2 12-х 25-3 
b) 9 


x42 2x 
x+2 


Se o AABC é isósceles de base BC, determine x 


105 
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— O triángulo ABC é eqüilátero. Determine x e y. 
| А 
0 
ч 
15-у 9 
b B DUE ТС 
p — BE | 
226 Se o AABC é isósceles de base ВС, determine BC. 
А 
Q 
> 3x-10 x+4 
B 2x+4 E 
) .. 74 
227 Determine x е y, sabendo que o triângulo АВС é equilátero. 

ss A А 

2x+1 3x-3 е E. 

a) b) 
B C = s 

i y+4 


2 2 8 Resolver: 


a) Se o perímetro de um triângulo eqüilátero é de 75 cm, quanto mede cada lado? 
b) Se o perímetro de um triângulo isósceles é de 100 m e a base mede 40 m, quanto mede cada um 


dos outros lados? 
c) O perímetro de um triângulo isósceles é de 120 m. Se a base excede cada um dos lados 


congruentes em 15 m, quanto mede cada lado? 
d) Cada um dos lados congruentes de um triângulo isósceles excede a base em 7 m. Sabendo que o 


perímetro desse triângulo tem 59 m, quanto mede cada lado? 
e) A soma das medidas dos lados congruentes de um triângulo isósceles excede a base em 10 m. Se 


o perímetro desse triângulo é de 70 m, quanto mede cada lado? 


Determine o perímetro do triângulo ABC nos casos: 


229 


a) Triângulo eqüilátero com AB = х + 2y, AC = 2x -y e BC=x+y+3. 
b) Triángulo isósceles de base BC com AB = 2x + 3, АС = Зх -3e BC=x+3. 


6 
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ercíc 
Ехегсіс 


De ine T NUN 
230 termine o valor da incógnita nos casos: 


Determine x nos casos: 


temática — Vol. 6 107 | 


gxercicios de Ma 


Segmentos com “ marcas” iguais são congruentes. 


233 Determine x nos casos: 
95 i 
СУ 
а) b) 9 
А Б - | 
D 
107° 
d) 2) 
X 


Se o triângulo ABC é isósceles de base BC, determine x nos casos: 


234 


>> 
00 
оз 
= 


( | CA 
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. „9? сл " yr E R 
í ‚ com “marcas iguais” 840 congruentes, 
Determine o valor da incógnita (segmentos 


a) 


Determinar x e y nos casos: 
236 


» 


Determine os ángulos dos triángulos nos casos: 


С 
> 


Exercíck 
pu 


23 


a) 


ru e 
oy) Exercícios de Matemática — Vol. 6 _ А | 109 
| ЇЕХӨГС 


238 O triângulo АВС é isósceles de base ВС. Determine x nos casos: 
b) B с) x 
x 
25 
4х 
| А 
€ 


239 A 


5х-10° x+10" 
B С 


240 Se о AABC é isósceles de base AC, determine А, Ве С. 
А 


2 41 Se о ДАВС é isósceles de base BC, determine A, B е E 


A 


2х-40° х+45° 


242 Determine x е у nos casos: 


e Matemática — Vol. 6 


Exercícios d 


243 Sendo as retas г e s paralelas, determine х nos casos: 


(Prolongue segmentos determinando triângulos.) 


5x+20º 


244 Determinar os ângulos de um triângulo ABC nos casos. 


OAB ЗА-2С 


Determinar os ângulos de um triángulo isósceles nos casos. 


245 
a) Cada ângulo da base é o dobro do ângulo do vértice. 


b) Cada ângulo da base excede o do vértice em 30%. -- 
c) A soma dos ângulos da base excede o ângulo do vértice em 40º. 


d) Um ângulo externo da base excede o ângulo do vértice em 60º. 


e) O ângulo do vértice é o quíntuplo da soma dos ângulos da base. 
f) O ângulo, oposto à base, formado pelas bissetrizes dos ângulos da base excede o dobro do ângulo 


do vértice em 30º. 
g) O ângulo, oposto à base, formado pelas bissetrizes dos ângulos externos da base é igual ao 


quádruplo do ângulo do vértice. 
h) O ângulo formado pelas bissetrizes dos ângulos externos da base, não oposto à base, excede o 


dobro do ângulo do vértice em 15º. 


246 Mostre que o ângulo, oposto à base de um triângulo isósceles, formado pelas bissetrizes 
dos ângulos externos da base é igual ao ângulo da base. 


Do triângulo ABC, sabemos que AS é bissetriz 


247 


de Á e que СН é altura. Determine x. 


ercícic 


M 
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Do triángulo ABC, sabemos que APe BO sáo al- 


turas. Mostre que PAC e ОВС são congruentes. 
Sh 
x 
AN 
OB 
Mostre que se um lado de um triângulo é o dobro da mediana relativa a ele, então este 
249 triângulo é triângulo retângulo. 


Exercícios Suplementares 


Se o triângulo ABC é isósceles de base BC, determine x e y nos casos: 


250 


с” 


А 
O 


2 DAS 


E 


Determine os valores das incógnitas. Segmentos assinalados com “marcas” iguais são 


251 congruentes. 


150° 
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Se as retas г e s são paraleleas, determine x, y е 2 nos casos: 


r =ч 
50° 60º 
а) N 
ыз 
5 X 
253 As retas г e s são paralelas. Determine x nos casos: 


(Prologue segmentos para obter triângulos). 


2 5 4 O triângulo ABC é isósceles de base BC. Determinar os lados е 0 
perímetro deste triângulo. 


Determinar o lado do triângulo eqüilátero ABC nos casos: 


X+y 


x+2 2x-4 
B = € 
255 O triángulo ABC é isósceles, determinar os lados e o seu A 
perímetro. (Considere os 3 casos) 
3x-3 
2x+1 
B 
x7 С 


113 
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Determine os ângulos de um triângulo isósceles nos casos: 
с) А soma de dois ângulos é 100º. 


A * > > о 
5 de 40º. b) Um dos ângulos mede 100°. 
dos ângulos me 
a) Um 
A soma de dois ângulos de um triângulo retângulo é 100°. Determine os ângulos. 
Os ângulos de um triângulo são proporcionais a 2, 3 e 4. Determine os ângulos desse 
259 triângulo. 


Determinar os ângulos agudos de um triângulo retângulo, nos casos: 


260 
Um é o dobro do outro. b) Um excede o outro em 10°. 
2 
Um deles excede os a do outro em 15º 


a) 
^ ‚ 2 
c) A razão entre eles é 4 d) 
т AAA  ҙ32------- 
Determine os ângulos de um triângulo isósceles nos casos: 


261 
a) O ângulo do vértice excede o ângulo da base em 60º. 


b) O ângulo da base excede o do vértice em 60º. 
c) A soma dos ângulos da base excede o ângulo do vértice em 100º. 
d) O ângulo do vértice é a quinta parte do ângulo oposto a base, formado pelas bissetrizes dos 


ângulos da base. 

e) O ângulo oposto a um dos lados congruentes, formado pelas bissetrizes do ângulo do vértice e de 
um ângulo da base, mede129º. 

f) O ângulo oposto a base, formado pelas bissetrizes dos ângulos externos da base, excede o ângulo 


do vértice em 60º. 


Determine os ângulos de um triângulo isósceles nos casos: 


262 


a) Um dos ângulos é o dobro de outro. 
b) Um deles excede o outro em 30º. 
c) O ângulo АОВ onde AB é um lado е O é o incentro (encontro das bissetrizes) do triângulo 


mede 125º. 


Do triângulo ABC dos casos sabemos que AH é altura e BS é bissetriz. Determine as 


gos oma 
incógnitas 
A 
/> 


B 


ática — y, > 
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UA 


S: 
Determine o valor de x nos caso 
120? j 1 | 
АВ =АС 56 


6: 
nos caso 
Determine x em função de a 


_ жа 


das indicadas: 


s medi 
Determine x em função das outra 


]tura е AS é bissetriz do AABC 
a 


\ 


b) AH é 


O ângulo formado pelas bissetrizes dos ângulos BeC , oposto a BC, de um mento 
267 ABC excede o ângulo А em 60º e excede В em 50º. Determine os ângulos desse triângulo. 


O ângulo À de um triângulo ABC é o dobro do ângulo oposto a ВС, formado pelas 
268 bissetrizes dos ángulos externos em В е С. Determine os ângulos desse triângulo 
sabendo-se que В excede С em 10º. 


Mostre que a reta que contém as bissetrizes dos ângulos externos de vértice oposto 2 
269 base de um triângulo isósceles é paralela à reta que contém a base. 


Mostre que os ângulos opostos a um lado de um 
270 


triângulo, formados pelas bissetrizes 
internas e bissetrizes externas, são suplementares. 


сар! 


capítulo 5 


Quadriláteros 


atero concavo е quadrilátero с 
onvex 
A о 


pefinição 
Considere 
inhados), de modo 
que os segmentos AB BC, CD 
, , e AD não 
tenham 
pontos 


n a SS 


(náo al 
entre as extremidades en 
i P i 1 comum. A união de 
quadrilátero ABCD sses segmentos, AB U ВС 
Du AD 


Temos dois casos: 


| . ste 


Ae 
A 


eD 


Ве 
ФС 
В 


2º) Cada 
ponto é extern 
? fs о ao triá 
o quadrilátero é cha — toco cone 

mado quadrilátero c EE 
onvex бл: 
| : ^ pontos. Neste 
A 


D 


29 
07 


5 Г 
р 5 


B - Ele 
me 
ntos de um quadriláte 
ro 


Se nà ^ 
ao diss 
ermos 
nada е 
m contrári 
ario d 
, toda vez que falarm 
os em q 
uadrilát 
ero esta- 


mos n 
05 referi 
rind 
o a quadrilátero con 
үехо. 
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| gxere 


p ^ 


P 3 E 


Су Y 


Vértices: São os pontos A, B, C e D da definição. 73 
Lados: São os segmentos AB, BC, CD е AD da definição. pe 


А ^ ^ 2 E os repres 
Angulos internos: Os ângulos BAD, ABC, BCD e ADC, ШЕ” podem Presentar 
MC (ou simplesmente ângulos) 


ў 
apenas рог А, В, Сер, são chamados ângulos internos : 
do quadrilátero 

eig" j | . ЕК ОКС 
Vértices consecutivos: São as extremidades de um lado: A e B ou B еро 
e i esmo lad 
Vértices opostos: São dois vértices que não são extremidades de um m ado: A 
eCouBeD. 


Lados consecutivos: São dois lados que têm uma extremidade em comum: 
ABeCD ou BCeCD ou CDe DA ou DA e AB. 
Lados opostos: São dois lados que não têm extremi 
AB e CD ou BC e AD. 

Ângulos consecutivos: São ângulos de vértices consecutivos: 


dades em comum: 


ДеВ ou BeC ou CeD ou Аер 
Ângulos opostos: São ângulos de vértices opostos: AeC ou BeD. 


A 
A B 


D 
D 


Diagonais: Sã i 
g : São os segmentos determinados por dois vértices não consecutivos: 


— 
— 


. 


Perímetro: é а soma das medidas dos lados: |2p=AB+BC+CD AD 
- ү 


Nota: Quando fal, 
am v^ 
bes o fe 05 em um quadrilátero ABCD, A e C são vet; 
o vértices opostos. › 11€ € são vertices opostos e B e D 


ÓN 
b 
) ZA 
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gxercícios 
Por exemplo: O quadrilátero ao lado é (Se começarmos com O 
^ 5 vértice А) o quadrilátero ABCD (sentido horário) ou é o quadrilá- 
ário) mas não podemos chamá-lo de 


tero ADCB (sentido anti-hor 
. quadrilátero ABDC. 

C 
ão externa e Região interna 


E - Região quadrangular, Regi 


с 
Seti. Regiáo quadrangular 
lo | | sm os lados do 
log) É a intersecção dos semi-planos, com origem nos lados, que contém os 
adriláter vexo. 
uadrilátero con " 4 pii 
impli i ião quadrangular ap q 
Do para simplificar, freqüentemente chamamos regiao q 
drilátero. 
з: А 
In. 


Regiáo externa: O cojunto dos pontos do plano do quadrilátero não pertencentes a 


região quadrangular chama-se região externa do quadrilátero. 
Região interna: O conjunto dos pontos da região quadrangular não pertencentes aos 


lados do quadrilátero chama-se região interna do quadrilátero. 


me 
т--- 


РЕ 0 
ЕЕЕ 
E 
— 


—  regiáo externa 


região interna 


D - Soma de ángulos no quadrilátero 


D1 - Soma dos ángulos internos 
Teorema “ A soma das medidas dos ángulos internos de um quadrilátero convexo é 


igual a 360º 
A B 


7 temática — А 
Exercícios de Ma e ca Vol, 6 prcicios 
118 ESAS е! 
| jo em quadri 3º) 
Demonstração (não esquecer que estamos ы Jm o a ril4. 
Uma diagonal de um quadrilátero (nao 65 c поз еапе а so Оз ângu, 
tero Mo E este quadrilátero РШ. ios desses dois triangulo, 
los internos desse quadrilátero € igual a soma dos àng 
Então: 
N с 
=” 
c E 
4 q 
A рей 
Note que: b' EE b" = B e d' + du =3 D _ Р З à 
о +B+C+D=360º 
E tà А+Ы+@'=180° А p pr Cd'ed" 360 >| A+B+C+ 
nao YE 
Ĉ + b" +d" =180° E р 
^ os escrever: 
Observação: Sendo r a medida de um ángulo reto, podem 
A+B+C+D=A4r. 
D2 — Soma dos ángulos externos m | 
: А uadrilátero convexo é 
Teorema A soma das medidas dos ângulos externos de um q 
igual a 360º. (Considerando um em cada vértice) 
B 
a 4- B 4 y - 6 2 360 А 
t 
E 


Demonstracáo 
oœ + À = 180°, B + B = 180°, y + C = 180° e 8 + D = 180° 


Então: 
«+В+ү+б+А+В+С+ D = 4-(180°) 
— 


a+B+y+8+ 360 =N 


Obs.: 


1) Podemos escrever: œ + P+y+Ó6=4r 
2) Note que, no quadrilátero, a soma das 


medidas dos ángulos ¡ 2: 
, S intern la 
soma das medidas dos ángulos externos. VM 


(Ambas valem 360º ou 4r) 


NG 
€, LP 7) 119 


— Vol. 6 
Ча Чао pia do Metomários Vol. EM — _ 
| tig Ta 39) Note que a soma das medidas dos ángulos externos é a mesma no triángulo e no 
S drilátero 
Sup quad! y 
S 
< | | a + В + y 2360? 
n 
E- Quadriláteros Notáveis 
_ Trapézio 

) dois lados paralelos. 
JE e jnição: Um aero éum tapsa se, e somente se, Ал р 
Si А 


SN / he LENA 
D С 
xo Р ABCD é B ABCD é quadrilátero e 
trapézio AB // CD ou AD// BC 


Bases: Os lados paralelos são chamados bases do trapézio ( (AB e CD) 


Ângulos da base: Dois ângulos do trapézio com vértices nas acm de uma 


base sáo chamados ángulos da base.(À eB e Ce D) 


E2 - Classificação dos trapézios 
a) Trapézio Isósceles: E o trapézio cujos lados que não são bases, são congruentes. 


A B 


D C 
AB e CD são as bases e AD = BC 


b) Trapézio Escaleno: Е o trapézio cujos lados que não são bases, não são congruentes. 


А В 


D C 
ABeCD são bases e AD 4 BC 


са ска, 


EN Matemática — 
xercícios de MET Ve 
120 | E cd IIR 


нед; А го base perpendicular , 
c) Trapézio Retângulo: É o trapézio que tem um lado pna Serio estudada A 
bases e o outro oblíquo às bases. (Perpendiculares € obliq In 


outro capítulo) 


=з Б 
j b 
: nuc é oblíquo às bases. 
AB e CD são bases, AD é perpendicular e BC é oblid 
Resumindo: r//s 
r 
isóscel 
y escaleno escaleno isósceles 
E ior sã dos e os da base men 
1º) Note que nem sempre 08 ángulos da base maior são agu ^. 
sdo obtusos. б 
2%) O trapézio retângulo é também trapézio escaleno. 
ЕЗ - Paralelogramo 
Definição: Um quadrilátero é um paralelogramo se, e somente se, os lados opostos 
sáo paralelos. q 
A B 
| ABCD é ABCD é quadrilátero, 
С? TES — 
paralelogramo AB//CD e AD// BC 
D C 
E4 - Retângulo 
Definição: Um quadrilátero é um retângulo se, e somente se, os seus ângulos são 
retos. 
A B 


ABCD é 
retângulo 


ABCD é quadrilátero 


C 


Obs.: 


Я РЯ 
1°) е ит quadrilátero ABCD tem ângulos congruentes, então ele é um retângulo. 


Defato: A=B=C=DeA DC + D= 360º 
> A=B=C=D=090" 


> ABCD é um retángul 
2% Mais adiante provaremos qu ngulo. 


e todo retângulo é um paralelogramo. 


El 


<Q 
Q ENS 
ta, Sk |  — К 
ч "eui EC pios de Matemática — 9" 
da 9 вен B 
; N ABCD é 
x = [AB//CD A AD//BC 
retângulo | ^ AD//BC 
о 
E5 ^ soda quadrilátero é um losango se, e somente se, os lados sáo congruentes. 
pefinição: в 
E. E ABCD é um 5 ABCD é quadrilátero 
4 E 2 losango e AB=BC=CD=AD 
D D 
та Obs.: Mais adiante provaremos que todo losango é um paralelogramo 
> Е ABCD é 
é um > = == 
= | AB// CD e AD // BC | 
leno, с losango 
D 
E6 - Quadrado 
pefinição: Um quadrilátero é um quadrado se, e somente se, os ângulos são 
st congruentes € OS lados sáo congruentes. 
Os B 
A 
Г.) 
7 ABCD é ABCD é quadrilátero e 
| quadrado ABC = De AB-BC CO IND 


D € 
Da definição decorre que A=B=C=D=90º=Ir 
| 2) Note que por definição um quadrado é um retângulo e também é um losango. 
Conseqüentemente um quadrado é também um paralelogramo. 


ABCD é um 
quadrado 


D 
A e que todo quadrado é um retângulo, mas nem todo retângulo é um quadrado. 
n «иб due todo quadrado é um losango, mas nem todo losango é um quadrado. 
mindo: (т // s, a // b, c // d, e // f, g // h) Todos são paralelogramos. 
b 


с d f gh 


paralelo â 
gramo retángulo losango quadrado 


" 
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F - Algumas propriedades 


F1 — Trapézio qualquer 


1У05, não de 
. a A consecuti ; Т 
Teorema: Em qualquer trapézio a soma de dois ângulos Ma 


etas paralelas € А е Р são colaterais interno, 
os são suplementares 


Como as bases ABe CD estáo em r күт 
(В е С também) е nestas condições ângulos colaterais 1146 


(somam 180º) temos: A+D=180" е B+C=180 


F2 — Trapézio Isósceles 
a) Teorema: Os ángulos de uma mesma base de um trap 


A B 


ézio isósceles são congruentes 


trapézio isósceles de bases | > 
AB e CD 


D С 
Este teorema está provado no capítulo 7 


Conseqüéncia: “Dois ângulos opostos de um trapézio isósceles são suplementares” 


(Eles somam 180º) 
А В 


D С 


De fato: Сото А+ р ~ 180° (Teorema anterior) е р = С , obtemos А + С = 180" 


Analogamente: B + р = 180? 


b) Teorema: Em todo trapézio isós 


i celes, se a : 
oblíquos, as diagonais sáo bissetrizes dos АА, congruente aos lado 


5 dos ángulos da base maior. 


EX (24 


mesma base, é 180”, (Esses ângulos são suplementares) a 
A B ABCD é um рег 
EN trapézio de bases | = 
D С ABe CD 

D 

N 

Е 

Е 
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рет ез de 


DBeCA são 


bissetrizes de 


AB é a base menor 


de um trapézio e => 
AB=AD=BC 


DeC 


Note que O triângulo ABD é isósceles de base BD. Então: x А г 
E como as bases AB e CD são paralelas, os ángulos alternos internos são congruen es. 
então: 277 А 

У хс Y х= y => DB é bissetriz de D. 


Analogamente obtemos que CA é bissetriz de C. 


c) Teorema: Em todo trapézio isósceles, se a base maior é congruente aos lados 
oblíquos, as diagonais sáo bissetrizes dos ángulos da base menor. 


A 
CD é a base maior AC e BD sáo 
de um trapézioe | = | bissetrizes de 
AD = CD = BC Аев 
D C 
(A demonstração é análoga a do teorema anterior.) 
F3 - Paralelogramo 


Todas as propriedades válidas para o paralelogramo também são,evidentemente, vá- 
lidas para o retângulo, o losango e o quadrado, pois esses quadriláteros são também 
paralelogramos, como veremos no capítulo 7. 


а) Teorema: “Ângulos consecutivos de um paralelogramo são suplementares” (Eles 
somam 180º) 


B C 


Exercícios de Matemática ~ ү 
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Demonstracáo 
Como AD é paralelo a BC, os ángulos colater 


| B 
(somam 1809), Analogamente obtemos que 


plementares. 


Então: А + В = Bc = 


internos Ae B sáo suplementar, 


ais A ; 
D e Аер também São 


е С, Се 


Qu = A+D = 180 | 
aralelogramos, podemos afirma, 


ão p 
2 о losango 5 
Obs.: Como o retângulo, O quadrado e 


que: 
1º) Ángulos consecutivos de um re 
2º) Ângulos consecutivos de um losango são aa 
3º) Ângulos consecutivos de um quadrado são 
ramo sao congruentes. 


tángulo sáo suplementares. 
ão suplementares. 
lementares. 


b) Teorema: Ángulos opostos de um paralelog 


A B 
e. 


Demonstração 


Como o paralelogramo tem lados opostos paralelos (definição), temos: 
DC // AB, De À são colaterais 2 D+ А = 180° 
AD// BC, А e B são colaterais > A+B=180º 


ABCD é um 
paralelogramo 


ж ж A A 


р+А =180° БА БЕДЕ: => О+А=А+В = D=B 


A 


Analogamente obtemos: А-С 


| Obs.: Não esqueça que este teorema vale 
| pois eles são paralelogramos. 


Então: 


E ТЕЛІ opostos de um retângulo são congruentes 
Y Angulos opostos de um losango são con t | 
Án gruentes. 


gulos opostos de um quadrado sáo congruentes 


para o retángulo, o losango e o quadrado, 


Su 
` alelogramo. 
„arale oB " 
COE y р = 


Y, 
S t 
< 
`6 сісіо8 de Matemática — Vol. 6 | 
pap" 


(Recíproco do anterior) 


¿yTeoreme: 
de um quadrilátero sáo congruentes, entáo ele é um 


j С е ABCD é um 
^ A — 
yy =D paralelogramo 
— A G 


+ С + D = 360º temos: 


+ D= 360° = 


EI 
ND TD = 360º = C+D=180º ES C + В = 180º 


com o teorema: “Se duas retas cortadas por uma transversal determinam 


laterais suplementares, então essas retas são paralelas”, de C + D= 180º 


ângulos colateral € | 
NS que AD é paralelo a BC e de C + B= 1809 obtemos que AB é paralelo a 
DC. Logo: ABCD tem lados opostos paralelos. Entáo: ABCD é paralelogramo. 


mo o retángulo e quadrado tem ángulos retos, os ángulos opostos são 
m o teorema acima, o retângulo e o 


De acordo 


Nota: Co 
congruentes (são retos), então de acordo co 


quadrado são paralelogramos. 
Note ainda que todo retângulo e q 
paralelogramo é retângulo ou quadrado. 


uadrado são paralelogramos, mas nem todo 


d) Teorema: Lados opostos de um paralelogramo são congruentes. 


A B 


ABCD é um 


paralelogramo 


D (% 
Este teorema será demonstrado no capítulo 7. 


Obs.: Como o retângulo, losango e quadrado são paralelogramos, podemos afirmar que: 


1º) “Lados opostos de um retângulo são congruentes” 
0) с 

A Lados opostos de um losango são congruentes” 

3°) “Lados opostos de um quadrado são congruentes” 


F4 - Retângulo 


Te Д . . ^ тм 
orema: As diagonais de um retângulo são congruentes. 


(cios < 


ercícios de Matemática 7 
» — | І Бағы) EE > 2000 3 m ol, 8 ge cão 
B 
ApoDéum |, ГАС вр! 
retângulo 
i 7) 
ítulo /- 
Este teorema está demonstrado no capítu 
7 '4conais São congruentes 
Nota: Como o quadrado é também um retángulo, as suas diago gruentes 
A B 
7 ВОЮ | AC- BD 
quadrado 
D x C b) Te 
F5 — Losango , өт 
de um losango são congruentes р 


a) Teorema: “Ângulos opostos 


| B 
қ», c | ABCD è um m ON 
losango 
С 
D al 


Demonstracáo lc 

Como a diagonal AC determlna no losango dois triángulos isósceles de base AC, с 

cujos ângulos das bases indicaremos por X € y, obtemos que: 1 
B 


А=х+у e C=x+y. Então А-С. 


Analogamente obtemos que: B=D. 
Conseqüência: “Todo losango é um paralelogramo” 


De fato: d 

m Vu ow à e oome “ Se um quadrilátero tem ángulos opostos 

is É дайды Er ele é um paralelogramo”,como o losango tem ângulos opostos 
gruentes, podemos afirmar que o losango é um paralelogramo 


voL6 | 


M Matemática — 
pxoreícios 02 = pom 
| 


losango 


ABCD é um 
paralelogramo 


y 


Pe SB p 


Note que nem todo paralelogramo é um losango. 


p) Teorema: «As diagonais de um losango são bissetrizes dos seus ângulos.” 
A 
D B ABCD é um AC é bissetriz de A € E 
> — ^ ^ 
losango BD é bissetriz de B e D 
E 
Demonstração 
А 
(У 


Сото 08 triângulos ADC е ABC são isósceles de base AC obtemos 
ше x = у e z = w. Como os lados opostos de um losango são parale- 


los (o losango é um paralelogramo), os ângulos alternos x е 7 são 
congruentes. Logo: X= y = Z = W. 

— AS LA D 
Então АС é bissetriz de A e С. 
Analogamente obtemos que BD é bissetriz de BeD. 


c) Teorema: As diagonais de um losango são perpendiculares. 
А 
р В ABCD é um —— E 
= NC IB 
г. [ACI BD | 
C 


Demonstração 


Como as diagonais são bissetrizes e os ângulos opostos são congruentes, podemos 
indicar as medidas como na figura ao lado. Е como а soma dos ângulos de um qua- 


drilátero é 360º e de um triângulo é 180º, temos: 


128 


4x + 4y = 360º x + y = 90º абс 
=> => |0a=90 
a; 


x+y + o = 180º 


uas 
Nota: Como todo quadrado é também um losango, A 5 
eja o: 
diagonais são bissetrizes e são perpendiculares. ] 
ángulos indicados na figura. 


Outras propriedades dos quadriláteros seráo vistas no Capl- 
tulo 7. 


Exercícios 


271 cada caso а medida do ângulo assinalado. 


272 cada caso а medida do ângulo assinalado. 


A — cada caso d 
| 273 quarto ángulo. são dados três ángulos de um quadrilátero. Determine a medida do 
| а)90% 90° e 90° 


b) 100°, 120° 70° 


d) 80°, 70° e 100° e) 100°, 100° e 100° 


Exercícios de Matemática _ 


y A AE 
^ -L a, D < y —- 
«=90º => AÓBéreto > | AC BD &— 


Lembrando que a soma dos ângulos internos de um quadrilátero é 360º, indique em 


Lembrando que a soma dos ângulos externos de um quadrilátero é 360º, 1 


100º 
b) 60º 
110º 


с) 40º, 60º e 120º 
f) 75°, 85º e 95º 
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ícios 
ppc 


Em cada caso sáo dados trés ángulos externos de um quadrilátero. Determine a medi- 


274 da do quarto ángulo. 
b) 95º, 105º e 115º с) 150º, 100º e 70º 


o 
» 80º, 11076 60 
== id Determine O valor da incógnita nos casos: 


72º — E 
— 7 88? 


276 Determine x nos casos: 


TS A до 


Q 


o 


Determinar o valor de x nos casos: 


277 


Exercícios de Matemática .. V 
ax pne — Ry 
8 


se APe BP são bissetrizes dos ângulos A e B, determine x nos casos: 


/ Faça também os Exercícios de Fixação 298 — 302 


280 Em cada caso é dado um trapézio de bases AB e CD . Indique nas figuras as medidas == 
dos ángulos assinalados: 


Em cada caso é dado um trapézio isósceles (é fácil identificar as bases). Indique nas 


281 figuras as medidas dos ângulos assinalados: 
Z prs Же 10° X 
x b) 
a) so! AM 
= А 3 
А base menor de um trapézio isósceles é congruente ao lado oblíquo às bases. Deter- 


mine X nos casos: 


EIC 


A base maior de um trapézio isósceles é congruente aos lados oblíquos às bases. 


C Determine x nos casos: 


3 
E 


Em cada caso sáo dadas as medidas de dois ángulos de um trapézio. ---- un dadas as medidas de dois ángulos de um trapézio. Determinejas as 
284 medidas dos outros dois: 


HE a) 100º e 110º b) 75º e 20º с) 10° e 160º 4) 150º е 25º 


É dada, em cada caso, а medida de um ângulo de um trapézio isósceles. Determine as 
285 medidas dos outros três: 


| a) 45° b) 140º c) 38° d) 112º 


Em cada caso é dado um ângulo de um trapézio retângulo. Determine a medida do 
286 outro ângulo não reto deste trapézio: 


a) 20º b) 50º c) 80º d) 102º e) 150º 


287 Em cada caso é dado um trapézio de base AB e CD. Determine as incógnitas: 


os de Matemática _ y 
i "> oy 


132 
Exercíci 
ic 
iE pere 
А A los: "d 
288 Em cada caso temos um trapézio isósceles, determine os seus angus P e 
4 
29: 
22у 
Е. ; 
3 y-x 
uad а a) 2 
A з ; um trapézio de bases AB e GR E 
Determine os ângulos E e F sabendo que ABCD 6 P есіу 2: 


303 — 307 


ém os Exercícios de Fixacáo 


/ Faça tamb 


290 Em cada caso temos um paralelogramo. Indique nas figuras às medidas dos ângulo, 


assinalados: 


292 Ші caso é dada a me 
medid ^ 

| a) 30° b) ш dos outros três: 

| с) 150° 


did à 
a de um ángulo de um paralelogramo. Determine às 


d) 45º e) 90º f) 10º 
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Exorofeios LE 


Em cada caso temos um 


paralelogramo. Determine as incógnitas: 


293 
Es E ne 
L x+y 


áteros da figura são paralelogramos. Indique na figura as medidas dos ân- 


Os quadriláte 
294 gulos assinalados: 


1$ р " А : 
i Na figura temos um quadrilátero ualquer e segmentos internos que são bissetrizes. 
dn q q 
ЫҢ 295 Mostre que x + y = 180° 


Mostre que as bissetrizes de dois ângulos consecutivos, não de uma mesma base, de 


296 um trapézio são perpendiculares. 


Mostre que as bissetrizes de dois ângulos opostos de um paralelogramo são paralelas. 


каш, SMT ———_ 
Faça também os Exercícios de Fixação 308 —› 325 


5 assina. 
ғ [-:] = ы 
Exercícios de Fixação 
298 Determine o valor da incógnita nos casos: 
8 
T 
x 


E erc f i M DEA átic a — V = 
S E. агч us gxercio 
= ш zx c 


E 
S 
f) 
| 89% 
X - 
A 
a) 
| 80° 80° , 
: Ш 1257 


89% 


299 Determine x nos casos. 


ао 


E © | 
3x-20? 2x+15º m 


0) 2x-5º 
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2х-559 


с) 


302 Se AP e BP são bissetrizes de А e B, determine x: 


A 
D 


CD 


A 


303 Determine os valores das incógnitas sabendo que ABCD é um trapézio de bases 
ABe CD, nos casos: 


сі temática — 
с Exercícios de Matemática — yo, 


ABCD, onde AD e BC são as bases nos casos; 
о > 


ine os ângulos do trapézi 
30 4 Determine 


aa: x ШЕ 
305 Em cada caso é dado um trapézio isósceles. Determine os ângulos desse trapézio: 


2x 


306 Em cada caso temos um trapézio isósceles. Determine o seu perímetro. 


2x-] 


a) 


gxercicios de Matemática — Vol. 6 
= 137 


307 Em cada caso temos um trapézio ABC 
incógnitas: i D com AB = BC 
=C é 
D. Determine as 


Determine os lados do paralelogramo dado nos casos: 


2x+5y-1 
2X-y 


3x-y у + 
xt 
2x+y Ay*l 


сі atemática — > В 
os de М V j i 
Exercícios al үсїс 


138 А 


p 
um losango nos Casos: Ecs 
21 


| ilátero dado é 
311 Determine as incógnitas sabendo que 0 quadriláte 
^y 
a) |x+15 2х-15°( Г 
7 
Jy 7 
d) : 
с) 
2ҳ 
: asos: 
с : 
Determine os ângulos do losango dado nos 


Determine o lado do losango dado nos casos: 


5х-у 


4х-у 
57+3 
9у 
а) b) 
2x+5y 3x+4 


x+y+4z 


314 Determine os lados do retângulo dado em cada caso: 


2 xty 


Же, matemática — Vol. 6 
cios de 
prer! 
Determinar O perímetro do quadrado 
315 ABCD dado ao lado. 
Sy x +9 
| 
| 
| 
2х + y 
= Em cada caso temos um quadrado e um triângulo equilátero. Determine as incógni- 
31 6 tas: 
b) 


pM 
Na figura temos dois quadrados. 


31 7 Determine as incógnitas. 
\2 
х 
СА 


Na figura temos dois quadrados e um triângulo equilátero. Determine as incógnitas. 


318 


Exercícios de Matemática - Voy | 


140 
EA 
Em дел PA AA қ » De uestão: 
319 cada caso determine os ângulos do quadrilátero ABCD em 4 32 
a) Sabe-se que: Â - B = 20°. А-С ^ A £ 
) que:A-B=20º, А-С= 50° e A-D=10 2) 2 
b с -ge ao À а % A a N ^ 
WA Se que: A = 2B, ( =D e A-C=65º 0) Dp 
c) Os ángulos são proporcionais a 2, 5, 6 e 7. — — c de 
7 nio em questão: с) E 
320 Em cada caso determine os ángulos do trapézio % o 
: 77 ( es ectivamente, dos ângulos cons 
a) Os ângulos da base menor medem o dobro € o quíntuplo, re5P Nse. 
cutivos a eles, da outr: 
b) Os à > utra base. КО 6€ 7 e somam 260º. E 
s ângulos da base menor são proporcionais a — 2 
А t 
i р ein icósceles dado nos casos: 
321 Determine os ângulos do trapézio 15086 
Um dos ângulos é o dobro de outro. 
ede outro em 6º. 


Um deles exc Р 
а de dois outros. 


Um deles é igual a som 
druplo da soma 


Um deles é igual ao quá 
A diferença de dois ângulos é 32º. | 
А soma de dois ângulos é O quíntuplo da soma dos outros dois. 
O ângulo, oposto à base, formado pelas bissetrizes de dois ângulos da base mede 140º. 


322 


| a) Oobtusoéo dobro do agudo. 
| O obtuso excede O agudo em 22º. 
O obtuso e o agudo são proporcionais а5 е4. 


IH d) A diferenga entre o agudo e o obtuso е 50º. 
O ângulo formado pelas bissetrizes dos ângulos da base maior mede 65º. 


| f) О ángulo formado pelas bissetrizes dos ângulos da base menor mede 65º. 


323 Determine o ângulo agudo de um paralelogramo nos casos: 


a) 0 obtuso é o triplo do agudo. 

b) 0 obtuso excede o agudo em 100º. 

O obtuso е o agudo são proporcionais a 8 е 1. 
d) A diferença entre dois ângulos é 120º. 


de dois outros. 


o retângulo nos casos. 


Determine o ângulo agudo do trapézi 


324 Determine os lados do quadrilátero em questão nos casos: 


a) Quadrilátero qualquer co 
m 240 m de регі 
b) Trapézio isóscel : perimetro cujos lados são pr lonal 
Sagre es com 48 m de perímetro cuja base maio proporcionais a 1, 2, 3 e 4. 
c) Trapézioi А 22 a dos lados oblíquos r excede a menor em 6 m, que por ш 
10 1sósceles com 98 m de регі 
d) 3 Te oblíquos em 12 m e à адды sabendo que as bases maior e menor excedem a soma 
aralelogramo com 40 m de perím 
e) Retângulo cujo регі Se perimetro, onde um lado ex 
f) Losango cuj | ra тє k m, sabendo que um lado ES En 
cede um lado em 39 m. e a soma de outros dois em 8 11. 
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жет е? 


Resolver: 


O ângulo agudo de um trapézio retângulo, sabendo que a diferença entre as did 
E medidas 


A 71108 é 60º. 


» 1015 ang 
de d 15010 ора 


4 iso de um trapézio retângulo, sabendo que um 2 
nine O al m angulo mede a metade 


peter! 
à je outre sulo oposto à base formado pelas diagonais de um trapézio isć 
Wy petermine o ang E a ‹ о ; RECS rapezio 1sósceles, sabendo 
lo, ) "T ate trapézio tem um ángulo de 80º e tem ainda trés lados congruentes 
с А | 
% 
Sa 
NS ғ = 
Exercícios Suplementares 


Sendo res retas paralelas, determine x. (Prolongue segmentos para obter quadrilá 


teros e use a soma dos ângulos do quadrilátero. 


14% 


228 Determine os ângulos do quadrilátero ABCD nos casos: 


— 


D 


Exercícios de Matemática = Vo 6 


329 Determine o valor de x nos casos: 
b) AB = AD e CB = CD 
А 


a) PA = PB 


= ENS ==. 


1 sos: 
330 Se APe BP são bissetrizes, determine x nos са 


(A 


D 


=p 100 


b) X 


331 Se AP e BP são bissetrizes, determine: 


b) G que excede D em 10° 


p ^ 


>, 
Q 


B 
Se ABCD é trapézio de bases AB e CD, determine x e y. 
332 i E : 
A, 
b 
лғ 
р С 
ABCD é trapézio de bases ABe (070), Se DPe CP А 
В 


são bissetrizes, determine xe BCD р, 


и d 


ED “а 
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gxercicios de 
Я - - атаи —Á: - — m — A B 
е Ср, deter- 


Se o trapézio ABCD é isósceles de base AB 


334 mine À. 


Se ABCD é um, paralelogramo е А =2хе С 


н аши = x + 
335 70º. determine В. 
D € 
pm EUR O B E € 
Sendo ABCD um paralelogramo, AP е bissetriz, AB — 7 cm 
336 e PC = 3 cm, determine o perímetro do paralelogramo. p adi Т 
AL. ls 
А D A. 
337 Se ABCD é um paralelogramo, AD = 20 cm, ВО = 12 cm e ^ i / 
BP = BQ, determine o perímetro desse paralelogramo. \ / 
“0 
С > 


E 


EC PN / 


P 
O ángulo oposto ao lado AB, formado pelas bissetrizes dos ângulos AeB de um 
338 quadrilátero ABCD, mede 100º. Determine С e D, sabendo que C=3D. 


De um quadrilátero ABCD sabemos que о ângulo x oposto а CD, formado pelas 
339 bissetrizes de C e D, excede o ângulo y, oposto a AB, formado pelas bissetrizes de 
AeB, em 10º. Determine x e y. 


3 40 Na figura temos dois triângulos equiláteros construidos so- 
bre dois lados consecutivos de um quadrado. Determine as 


=> incógnitas. 


Determine a soma dos ângulos assinalados na figura. 


capítulo 6 


Polígonos 


T polígono qualquer 


EM. Qe › p 2 comn 2 3, pontos distintos dois å IS 
pefinição: Sejam P, P, 9 P cC » pont intos dois a dois, pertencentes 

n plano de modo que três deles, se consecutivos, não são colineares. (São conse- 
аш E. 


ч + > ч ч a] > 1 Jd > e e d 
cutivos OS pontos P,, P, e Р,, os pontos P, , P. e P, eos pontos P, Ep P. ,, para todo 


M Yen 4 1a ч 1a a ч DD э 
inteiro positivo 1 <n-2). A união dos segmentos Es Es Vi j I ire lie 


chamamos polígono P, P, P.... P, 


| Polígono P, Р, P,...P, = BP; 0 PBP, оло P, P, UP 


vértices: Os pontos P, P,,..., Pn da definição são chamados vértices do polígono. 


Lados: Os segmentos PP, , PP, ,..., P. P, da definição são chamados lados do 


polígono. 

Exemplos: 

a) n=3 (Triângulo) b) п = 4 (Quadrilátero) c) n = 5 (Pentágono) 

P Р P, P, 
Pp І 4 
Р, 
Р, 
Р; 
Р, 
Р. Р, + 
d) п= 6 (Hexágono) e) п = 7 (Heptágono) 


Р, Р, Р, 
і Р, В 5 
Р, 
Р, P. 
P, 
P, 
P І р 2 P, 


B - Polígono convexo e Polígono côncavo 

Definição: Se toda reta que contém um dos lados, não contém, exceto as extremida- 
des desse lado, pontos de outro lado, o polígono é chamado convexo. 

Se cada vértice está apenas em dois lados, dois lados não tenham pontos entre as 
extremidades em comum e existe reta, que contém um lado, que deixa vértices em 
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Semi- la , 
Planos opostos, o polígono é chamado côncavo. 


a) Polígono convexo 


| b) Polígono côncavo | 


c) Polígono complexo 


p2 

Obs.: vexos O 

1) Neste livro vamos estudar apenas polígonos con E ле UN 2 
2) Quando um polígono tem um número dur ей 2 ados, 

P,P,P...., costumamos representá-lo por А "M. 3 

( 

С — Elementos do polígono convexo | 


Vértices consecutivos: São extremidades de um mesmo lado; 


A е В, Ве С, etc. К | 
Lados consecutivos: São lados que tem uma extremidade em 

2 comum: AB e ВС. CD e DE, etc. | | 
Ângulos internos: São os ângulos determinados por dois la- 
dos consecutivos: ABC, BCD, etc. Podemos representá-lo 
5 assim: B,C, etc. 

Ángulos externos: São os ângulos que formam com um ân- 
gulo interno um par linear (Angulos adjacentes suplementa- 
res). Há dois em cada vértice. 

E Ángulos consecutivos: Sáo angulos do polígono cujos vérti- 


D ces sáo vértices consecutivos do polígono: A e В.В еб 
В etc. 
Diagonais: São os segmentos determinados por dois vértices 


não consecutivos: AC, AD, DF Mete: 


Perímetro: Е a soma das medidas dos lados. 
D 


D - Regiões no polígono convexo 


01 – Região Poligonal 
a intersecção dos semi-pl 
“Planos, 
polígono. р com origem nos lados, que contêm os lados do 
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mplificar, frequentemente chamamos a região poligonal apenas de polígono. 
si 


R jão Interna 
- o dos pontos da região poligonal, não pertencentes aos lados do polígono, 
e região interna do polígono. 


{ао Externa 
dos pontos do plano do polígono, não pertencentes à região poligonal, 


gião externa do polígono 


- Reg 
0 conjunto 
chama-se Té 


gs 
e. qum 
Região interna “Região externa 


E - Nomenclatura 


De acordo com o número n de lados, alguns polígonos convexos recebem nomes 


especiais. Isto é: 


п= 3 > triángulo п = 4 > quadrilátero n=5 > pentágono 
n=6 — hexágono n = 7 — heptágono n = 8 — octógono 
n=9 — eneágono n = 10 — decágono n = 11 > undecágono 


n=12 > dodecágono n= 13 > tridecágono n = 14 > tetradecágono 
n=15 — pentadecágono 


n=20 > icoságono 
Nota: O número de vértices de um polígono é igual ao número de lados: 


шш tem 7 lados e 7 vértices. 
undecágono tem 11 lados e 11 vértices, etc. 


A 


Exercícios de Matemática 
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Е- Soma dos ângulos no polígono convexo 
F1 - Soma dos ângulos internos 


66 . т B - А um 
Teorema: “A soma das medidas dos ângulos internos de 
polígono convexo de n lados é dada por Si = (n= 2) 180 . 


Si=A+B+C+... 
Si=(n—2)180' 


Demonstração: (A demonstração rigorosa 


ção). | 
1 | ê idades em 

Tracemos todas as diagonais que têm uma das extrem : 
número de lados do poti- 


PE і . Sendon o 
um dos vértices do polígono. 56 det 22) triângulos, de 


1а 1 1 10 
gono, a região poligonal será a uni ы 
1 . Note 
modo que dois deles não tenham pontos internos em Vim Mo 
que a soma dos ángulos do polígono é igual a soma os апр ys 
desses triángulos. E como a soma dos ángulos de um triangulo 


180? temos: | Si = (n – 2) 180' 


Exemplos: 


1)n-32Si-(-2). 180º = | Si=180" | 
2)n=4> Si=(4-2). 180º = | Si=360 | 
3)n=5>Si=(5-2). 180º = | 5і- 540 | 
4) n = 6 = Si = (6-2). 180º = | Si= 720º | etc. 


(Note que as somas vão aumentando de 180? em 180?) 


| 
ШІ 
ТЕ! 
І 
И 
"A! 
I 
[ | 
| 
ІТ! 
ІТ! 
| | 
ШІ d 
[| 
қ ! 
\ 


aa 0 
"dn Si-360' Si=540' 


Ғ2 - Soma dos ángulos externos 


ee “A soma das medidas dos ángulos externos de um polígono convexo, qual- 
quer que seja o número de lados (considerando um ângulo em cada vértice) é 360º 


será vista em outro volume desta cole. 


E 


Q 
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gyereícios 
беге, “е; +ез tete 
pemonstração: Sendo і, i,,... os ângulos internos, e,, €,, ... os externos adjacentes e 
| brando que O interno e o externo correspondentes são suplementares (somam 
embra 
180º) temos: 
неке 1802 somando 
1 1 
| +0, = 180º membro a 
1 
: membro obtemos: 
ls ar en d 180º 
i +i ЕЕЕ Ее +...+ es = n.(180°) = 
Si + Se = n.(180%) = 
(n-2)180º + Se = n(180º) = 


n.(180")-360º n Se = n (180) = 


Obs.: A soma dos ángulos externos de um triángulo, a de um quadrilátero, a de um 


pentágono, etc, sáo todas iguais a 360" 


ағы 00, Se=360º $е=360° 
За 51=360° Si=540° 


С - Número de diagonais 
Teorema: “O número de diagonais de um polígono convexo 


n (n—3) ,, 


de n lados é dado por d — 


d= número de diagonais 
n = número de lados 


150 а 0. 


1 е). 
a será vista em outro volume) 


Demonstração: (A demonstração rigoros 
e, com uma € 


Considere o polígono den lados A,, A,,...A,. Note qu 
eles determinam n segmentos. A saber: 


A,A, (segmento nulo) 


A,A, (um lado) 


A, A, (uma diagonal) 


А,А, (um lado) 


А Б се di i ão temos: 
Três desses segmentos não São O Еша Pre 
à “emidade em um determina 
Entào, com uma extremida l P 
Para acharmos o número de diagonais que par 
mos n por (n - 3). Mas como cada diagonal é de NETT 
produto [n (n - 3)] nos dá o dobro do número de diagonais. Enta». 


2d=n(n-3) > 


Exemplos: 
1º) O triângulo não tem diagonal: 


3(3-3) 
2 
2º) O quadrilátero tem 2 diagonais: 


4(4-3) 


=) = d= = (0) 


n=4 > d= =2 > d=2 


3º) O pentágono tem 5 diagonais: 


n=5 > E; > d=5 


=0 


¡A SN 


NN 


xtremidade em A 
b 


(n -3) deles, são diagonais, 
e, temos (n - 3) diagonais 
m” dosn vértices, basta multiplicar. 
determinada por dois vértices, este 
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ígonos Regulares 
ângulo: É aquele cujos ângulos são congruentes entre si. 


- Polig?” 

16010 еаш r 1 Ж 
ВЕ PO equilátero: E aquele cujos lados são congruentes entre si. 
Ша regular: E о polígono convexo que é equiângulo e também equilátero 
po | 

emplos: ` “Az i O STA 1 r “A 

jol osango é equilátero retângulo é equiângulo O quadrado é o quadrilá- 

tero regular 
а 


12 


Я : B п 
. 7 a ў == п 
32) O triângulo é o único polígono que se for equilátero será equiángulo, e 


procamente. 
gular de três lados é o triângulo equilátero. 


гесі 
o polígono Te 
3º) A soma dos ângulos internos de um pentágono, como já vimos, é 

540°. Se ele for equiângulo, para obtermos a medida de um ângulo basta dividirmos 


. 540° 
540° por 5. Isto 6: Аі- m = 105° 
pasoo equilatero Pentágono equiángulo Pentágono regular 


H1 - Ángulo interno e ángulo externo 
a) Ángulo interno 
Como um polígono regular de n lados tem n ángulos internos congruentes entre si, 


femos: 
Si=n. Ai 
E como Si = (n - 2) 180º, obtemos: 


b) Ângulo externo 
ошо um polígono regular de п lados tem п ângulos externos (considerando um em 


T NP 
ada vértice) congruentes entre si, temos: 


0. -———— 


E Exercícios de Matemática _ 1 
Ea І M сіс! 
“5 oro 
btemos: Ё 
e > і vexo, obtemos: | 
Se = n. Ae | E como Se = 360º para todo polígono con i 
Jaat Gol 
Ае = Se 360 
Morc O дама | 
n "I > к 
1 lo externo de um polígono regular é gol 
Obs.: Como a expressáo para o cálculo do A IET 1 quando pedirem о ángulo Ан ly m 
si 4 ^ , РПО, ё Ire ertve р 4 С A o 
simples do que a do ángulo inte! Ж JN suplementares, obtém-se o intenta ) * 
2? r 


acharmos o externo e lembrando que € 


Buc 369 | e Ai Ae - 180 
n 


Exemplos: { 
5 : r nvexo? 
1º) Qual a soma dos ângulos internos de um octógono СО 
Sol.: 

8 


Si = (n - 2) 180º, octógono = n = 
Si = (8 - 2) 180° > 51 = (6) . 180º = | Si= 1080 
2º) Qual о polígono convexo cuja soma dos ângulos internos é 1080927 


Sol.: 
—, octógono 


Si = (n - 2) 180° = 1080? = (n - 2) 180º >n-2=6 > 
3º) Quanto mede cada ângulo interno de um octógono regular? 
Sol.: 
360 30 
0 = 154 


Ае=—— = — 
n 8 
Ai+Ae=180" > Ai=180º-45º > | Аі-135 


a Qual é o polígono regular cujo ângulo interno mede 135°? 
ol.: | 


Аі=135° > Ае=45° 


360º 360º 
Ae= po о о 
— = 45'= : > 45° n=360 > |n=8) 


n=8 = | octógono 


50 ) ) 
) Quantas diagonais tem um octógono convexo? 


És 


с ” 
(бао, 
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Е 
n (n - 3) 129(8-5) > d=4.5 > [a-20 
sol.: 6 E 2 ARA A 
60) Qual é o polígono convexo que tem 20 diagonais? 
Sol.: 
n (n- 3) — n?-3n=40 => 


-3) 
n(n BÀ 202 ———— 
o. > 2 

)-0 => n28 ou п=—5 — | octógono | 


d= ” 


Ton- 40=0 => (n — 8) (n +5 


erede 
2 


» 


> П 


Resumindo: 
29) Si = (n - 2) 180º 
3º) Se = 360º 
49) Ae — 360º 
59) Ai + Т 180º > Ai = 180º - Ae 
Si (n— 2)180° 


6) Ai=> > Ai= 
n 


Exercícios 


3 42 Determine o número de diagonais do polígono convexo nos casos: 
a) heptágono b) decágono c) pentadecágono 


Determine a soma das medidas dos ângulos internos do polígono convexo nos casos: 


343 a) pentágono b) hexágono с) octógono d) eneágono 


Determine a soma das medidas dos ângulos externos do polígono convexo nos casos: 


344 a) pentágono 


Em cada caso determine a soma dos ângulos internos do polígono convexo em ques- 


345 tão: 


А5950 


b) hexágono с) decágono d) icoságono 


Exercícios de Matemática _ vo 
Са I, 


154 
A 8 E ў 
| Е | поз е о número de dia N m 
346 Determine a soma dos ángulos internos, a soma dos exter болан, 251 


dos polígonos: , 
12 d) Hexágono с 
; ( о x 
c) Pentágono convexo | nvexg 


a) Triângulo b) Quadrilátero convexo 


347 Determine o valor de x nos casos: Е 3 


O 
120º 
с) 


1022 999 


348 Determine о valor de x nos casos: 


Y Faça também os Exercícios de Fixação 361 — 367 


Em cada caso temos um polígono regular, determine Si, Se е indique nas figuras as 


349 medidas dos ângulos internos e externos 
a) b) с) d) 
Si= Si i 
ж Si = = 
Se = Se = Se= 5, 
е => 


3 50 Determine as incógnitas: 


a) pentágono regular 


en 


rcícios de Matemática — Vo. 6 — — Езген — e 
pr 


“ancia abaixo é e ifi а € i nsecu- 
O primeiro termo da seqüéncia abaixo ё 180” e a diferenga entre dois termos co 


351 tivos é 180". Que seqüéncia é esta? 
360º, 540º, 720º, 900º, 1080º, 1260°, 1440°,...) 


( 180°, 
7452 
SN: 
1) 
A A 
Em outro capítulo vamos provar que 
353 gono regular, com número par de lados, é bissetriz dos 
incógnitas. 


A 
A аг 
4 ce 
4 be к А 
q 
Em cada caso é dado o ângulo externo de um polígono regular. Determine a medida 
354 do ângulo interno. 


X a) 2 N /45° b) КУЛАШ ЕС, с) 50° 


355 Em cada caso é dado o ângulo interno de um polígono regular, complete com а medi- 
da do ângulo externo: 
a) 144º, b) 170°, ©) 1205 d) 162º, 


Em cada caso temos um pentágono regular, determine as incógnitas: 


a diagonal que liga vértices opostos de um polí- 
ângulos opostos. Determine as 


EV _ —_aeccooe = 
SU Em cada caso é dada a soma dos ángulos internos de um polígono convexo. Determi- 


356 ne o número de lados do polígono. 
a) Si = 2160" b) Si = 4140º c) Si = 4500º 
шм” 2 "o Jo 
Em cada caso é dado o ângulo externo de um polígono regular. Determine o número 


397 de lados do polígono. 


a) a = 20° b) a = 8° E also 
358 Em cada caso é dado o ângulo interno de um polígono regular. Determine o número 
de lados do polígono. 
a) a, = 156º b) a, = 170° с) a, = 144º 


359 Resolver: 


a) Determine o número de diagonais de um polígono convexo cuja soma dos ângulos internos é 3600º. 
b) Determine o número de diagonais de um polígono regular cujo ângulo interno mede 162º. 
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361 
362 
363 

364 


360 


a) O ângulo oposto а B form 
polígono regular ABCDE... mede 60º 


Resolver: 


b) O ângulo que contém BC formado 


CD de um polígono regular ABCDE... 
desse polígono? 


— 


c) O ángulo que contém CD, forma 
de um polígono regular ABCDEFG... 
polígono? 


/ Faça também O 


ado pelas 
‚ Quantas dia 


do pelas retas 


bissetrizes dos ângulos 


gonais tem € 


pela bissetriz de Ае 
mede 50º. Qual 


que contém O 


, mede 108º. Quantas dia 


s Exercícios de Fixaç 


a son 


Дес de um 
ste polígono? 


pela mediatriz de 


да dos ângulos 


s lados AB e EF 
gonais tem este 


Exercícios de Matemática = Voy 


ão 368 — 374 


Exercícios de Fixação 


Determine o número de diagonais do p 


a) hexágono 


Determine a soma dos ângulos 


a) heptágono 


Determine a 
a) octógono 


b) dodecágono 


b) undecágono 


b) eneágono 


Determine o valor de x nos casos: 


olígono convexo nos С 
c) tridecágono 


c) tetradecágono 


c) undecágono 


asos: 
d) tetradecágono 


internos do polígono convexo nos casos 


d) icoságono 


soma dos ângulos externos do polígono convexo nos casos. 
d) pentadecágono 
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pem 
5 Determine OS ángulos do pentágono ABCDE nos casos: 
A. B 


[7 о 
2y+5 3x+62 


b) AB//ED 


s casos. 


E ліпе os ángulos do hexágono ABCDEF no 


r 3 66 Detern 


3x+30º 3y-10" 


Determine as incógnitas se os polígonos sáo regulares, nos casos: 


9000 


368 


a) Pentágono e quadrado b) Pentágono e triângulo 


V 
d) Hexágono e pentágono 


е Exercícios de Matemática - ų 

- A 91, 6 prole 

— — — - q pr" 

E ant? 

369 Resolver: gva” 
a) Quanto mede o ângulo externo de um polígono regular cujo ângulo interno шу Re ) à "edis 
b) Quanto mede o ángulo interno de um polígono regular cujo ángulo у, mede 40°? 2 ar 
c) Quantos lados tem o polígono cuja soma dos ângulos internos vale 2 ] Э ТА ; 
4) Quantos lados tem o polígono que tem 152 diagonais? ме 9 
a soma dos ângulos internos vale 2. ^ m j 
189 diagonais? f AS 
ros 


que tem 


e) Quantas diagonais tem o polígono cuj 
f) Quanto vale a soma dos ángulos internos de um poligono 
27 


370 Resolver: 
a) Quanto mede o ângulo externo de um polígono regular de 30 fi > 
b) Quanto mede o ángulo interno de um polígono regular de 45 lados 
c) Quantos lados tem O polígono regular cujo angulo externo mede 40 de 
regular cujo ângulo interno mede 150 ? 
lar cujo ángulo externo mede 1299 6 


d) Quantos lados tem o polígono 
e) Quanto vale a soma dos ângulos internos de um polígono regu 


f) Quanto vale a soma dos ângulos internos de um polígono regular cujo 


olígono regular cujo ângulo externo mede 18%? 
o mede 14092 


о) Quantas diagonais tem O p 
h) Quantas diagonais tem O polígono regular cujo ângulo intern 
371 Resolver: 
a) 
iagonais é O quádruplo do número de lados? 


а) Qual é o polígono convex 

b) Qual é o polígono cujo nümero de lados é o dobro do námero de diagonais? 

c) Qual éo polígono cujo nümero de diagonais excede o número de lados em 18? 
d) Qual é o polígono cuja diferença entre os números de lados е diagonais é 237 


ângulo interno mede 160» 


o cujo número de d 


Resolver: 


372 
a) Quantas diagonais partem de cada vértice de um polígono de 25 lados? 
b) Se de cada vértice de um polígono partem 30 diagonais, quantos lados tem esse polígono? 
c) Se de cada vértice de um polígono partem 28 diagonais, quantas diagonais ele tem? | 
d) Se o ângulo interno de um polígono regular mede 170º, quantas diagonais partem m cada vértice 


desse polígono? 
e) Se de cada vértice de um polígono regular partem 15 diagonais, quanto mede cada ângulo inter 


no dele? 
f) Se de cada vértice de um polígono partem 20 diagonais, quanto vale a soma dos ângulos internos 


| desse polígono? 
g) Se um polígono tem 324 diagonais, quantas partem de cada vértice? 


h) Sea à | Í 
soma dos ángulos internos de um polígono vale 5400º, quantas diagonais partem de cada 


vértice dele? 


373 Resolver: 


a) Quantas diagonai r 
O i) idi o polígono regular cujo ângulo interno excede o ângulo externo em 9m 
contém os vértices B e C f | 
след à ormado pelas bissetriz Ale T 
CD... mede 60*. Quantas diagonais tem esse ME DS 


c) As mediatrizes dos lados ABe EF 
os ABe EF de um polígono regular ABCDEFG... são perpendiculares 


rios de Matemática — Vol. 6 
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Exer 


159 


ntas diagonais tem esse polígono? 
Qua 


А gulo interno de um polígono regular excede o ângulo с 
O an e — 
9) diatrizes dos lados АВе DE em 148°. Quantos | 
D >гоѕ de lados de dois polígonos são números pares consecutivos. Se 
Os números 


d ângulos internos desses dois polígonos é 3960º, quantas diagonais t 
os © й с 
{ог número de lados? 


Jue contém CD, formado pelas 
ados tem esse polígono? 


a Soma das medidas 


em o polígono com 
ma 


na dos números de diagonais de trés polígonos regul 
A soma dos 


ares cujos números de | 
inteiros consecutivos é 82. Quantas diagonais tem o 
ros 1 E 


ados sáo nüme- 
polígono com ángulo 


externo menor? 


74 Mostre que uma diagonal de um pentágono regular é paralela a um lado. 


Exercícios Suplementares 


1 60», 275 Determine о valor de x nos casos: 


e) AB// ED 


x-60º E D 


Pe DP nas figu- 
Nos casos abaixo, determine x, sabendo que os segmentos AP, BP, С 

OS C Ў rmin | 

376 ras em que aparecem sáo bissetrizes. 


Exercícios de Matemática ~ y, 


377 Sendo AP e CP bissetrizes de А е С, determine x. 


b) AB//PC 


| 5: " 

378 Se o triângulo ABP é equilátero, determine x nos caso 36 

b) ABCDE é pentágono regular e 
D 


a) ABCDE é pentágono regular 
| 
! 


D 
pte 
C p—— 
E C E 2 
/ ; 
| É b) 
A B às 


c) 
3/9 Determine os valores de x e y nos casos: 4) 
А ао в, 
a) Pentágono regular e quadrado b) Hexágono regular e quadra 


B c! 


| 3 80 Resolver: 


| a) O ângulo interno de um polígono regular é о quíntuplo do ângulo externo. Quantas diagonais 

| tem esse polígono? 

b) A soma dos ângulos externos de um polígono convexo é a oitava parte da soma dos ângulos 
internos, quantas diagonais tem esse polígono? 


c) A soma dos ângulos internos de um polígono regular é igual a 10 vezes o ângulo interno desse 
poligono. Qual a soma dos ângulos internos desse polígono? 


4 
n 
|) 


А А : 1 
4) А razão entre о ângulo externo е interno de um polígono regular é —. Qual a soma dos ângulos 


desse polígono? à 
381 Dado o número de diagonais, determine o nümero de lados do polígono nos casos: 
M a5 09 с)20 d) 35 e) 54 f) 135 


| OD. one 
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o regular possue na regiáo interna um ponto que equidista 


Prova-se que todo polígon 
ados, que é chamado centro do polígono. Ele é o centro 


382 dos vértices е equidista dos 1 
| ferência inscrita e o centro da circunferência circunscrita. Dizer quantas diagonais passam 
da circunte lo polígono regular dado nos casos: 
„Іо оН b) Pentágono c) Hexágono d) Heptágono 
Quadrat" f) Decágono g) Icoságono 
8 lados náo passam pelo centro do 


D Octógono 
Quantas diagonais de um polígono regular de 1 
383 polígono? 
384 Um polígono regular tem 189 diagonais. Quantas delas náo passam pelo centro? 
A diferença entre o número de diagonais que não passa pelo centro е o número das 
que passam pelo centro, de um polígono regular é de 42. Quanto mede o ângulo 


385 
Resolver: 


386 


a) Qual o polígono regular que tem 6 diagonais passando pelo seu centro? 
lígono regular tem 170 diagonais. Quantas passam pelo centro? 
, quantas diagonais passam pelo centro? 


p) Um pose 
с) O ângulo interno de um polígono regular mede 140º 
d) Um polígono regular tem 30 diagonais que não passam pelo centro. Quanto mede cada ângulo 


interno desse polígono? 


3 87 Resolver: 


a) De um polígono regular ABCDE... sabemos que o ângulo ACB mede 10º. Quantas diagonais 


deste polígono não passam pelo centro? 
b) O ângulo ADC de um polígono regular ABCDEF... mede 30º; determinar a soma dos ângulos 


internos desse polígono? 
c) As mediatrizes dos lados AB e CD de um polígono regular ABCDEF... formam um ángulo, que 


contém В e С, de 20º. Quantas diagonais desse polígono passam pelo centro? 

d) As bissetrizes dos ângulos internos À e E de um polígono regular ABCDEFG... são perpendicu- 
lares. Qual a soma dos ângulos internos desse polígono? 

e) As mediatrizes dos lados ABe DE de um polígono regular ABCDE... formam um ângulo que 
contém В, С е D, que excede o ángulo externo desse polígono em 20º. Quantas diagonais tem 
esse polígono? 

f) Asretas que contém os lados ABe EF de um polígono regular ABCDEFG... formam um ângulo, 
que contém C e D, que é o dobro do ângulo externo do polígono. Quantas diagonais tem esse 


polígono? 
тт мк ек mi е УУ ._ 


capítulo 4 


Congruência de 
Triângulos 


— Definição 
triângulos são congruentes se, e somente se, houver uma correspondência entre 
ү vértices de modo que ângulos de vértices correspondentes sejam congruentes e 
iilos correspondentes sejam congruentes (lados correspondentes sáo um lado de um 
ado: 


lado do outro determinado por vértices correspondentes às extremidades dele). 
C O te 


А М 
/ SÈ > 
d + ы @ Né - [4 “Р 
КЄ АВ = MN 
AABC=AMNPS!B=N e АС= МР 
[6=P вс-кв 


Nota: Para a congruência de triângulo valem as propriedades: 
Reflexiva: A ABC = А ABC 

simétrica: A ABC = A MNP = A MNP = A ABC 

Transitiva: A ABC = A MNP e A MNP = A XYZ > A ABC = A XYZ 
Obs.: Quando escrevemos que o A ABC é congruente ao A PQR, fica convencionado 
que os vértices A, B e C correspondem, respectivamente, aos vértices P, Q e R. Isto é: 


ASP 
AABC=APOR > BQ 
C&R 


Se A ABC = A POR podemos escrever: A ВСА = Л QRP, A САВ = A RPQ, etc. 


В- Casos de congruência 
Para verificarmos se dois triângulos são congruentes, não é necessário verificar as 
seis congruências vistas na definição. Basta verificarmos três delas, conveniente- 
mente escolhidas, então podemos afirmar que os triângulos são congruentes. E sendo 
os triângulos congruentes, valerão as outras três congruências. Vejamos então os ca- 
sos (critérios) de congruência. 
Se adotarmos um caso como postulado, conseguimos provar os outros casos. Mas 
Por enquanto vamos aceitar todos os casos sem demonstração. 


EE AS 


Exercícios de Matemática — Vo pet 
І Rc Eu === 
= T uri . . 5 E- 4 
М is lados e o ângulo compreendido entre eles А 
B1 — 1º caso (LAL) o NO dap ИЕА entre eles de x Pess 
triângulo são congruentes а dois £77" A Я 
той) triângulo então esses triângulos são congruentes. ді 
© > Я 
А Ж x 

AB = MN ( L) 

в = М (A) (LAL) = AABC =AMNP 

BC = NP ( L) 


Ro Ж ências. Isto a. 
Da congruéncia dos triângulos obtemos as outras congru O é: 
A=M, AC=MP e C=P 
RA a eles de um triângu. 
B2 – 2º caso (AL - Se dois ângulos e o lado comum EX 
(ALA) Teorema g tão esses triângulos 


4 ЖЕ еп 
lo são congruentes a dois ângulos e o lado comum de outro, 
são congruentes. 


A M 
E... шы. 
BEN (б 
BC = NP (L) (ALA) > AABC = AMNP 
(C PE Mp (A) 


Então: AB= MN, АЕМ e AC = МР | 
B3 — 3º caso (LLL) Teorema: Se os três lados de um triângulo são congruentes aos | 


três lados de outro, então esses triângulos são congruentes. 
A M 


zi 


zi — 165 


cios de Matemática — Vol. 6 
С! Es =) аржы 
4º caso (LAAo) Teorema: Se um lado, um ângulo adjacente e o ángul и 
5e lado de um triángulo, sáo ordenadamente congruentes a um lads о cold 
es sto a esse lado de outro. então esse - ; um ângulo 
4 е о oposto а esse lado de outro, então esses triângulos são e 
adjacente А Е pun congruentes. 


— TES, Р 


Bt" @ 
BC = NP (L) 
С =P (A) => AABC=AMNP 

M 


t ba, 
é ME 


Me. DONT E 
Ná Então: AB = MN, AC = MP e BzN 


dn 
SU B5 — Caso especial para triângulo retângulo (hip.cat.) 

Teorema: Se a hipotenusa e um cateto de um triângulo retângulo são congruentes à 

hipotenusa е um cateto de outro, então esses triângulos são congruentes. 


A M 
EC. лы. еб ет 
A ABC e А MNP são triângulos retângulos de hipotenusas AB e MN, então: 


CE SO NE VICIS 
SINE (cat) 


2 
A 
| 


Então: АС = МР, А=М е В= 


“”» 


405 


Obs.: 
1) Note que se os ângulos de um triângulo são congruentes aos ángulos de outro, não 


podemos afirmar que estes triângulos são congruentes. Podem ser ou não. Então AAA 


não é um caso de congruéncia. 


M=A N=R P=S e А MNPz A ARS. A 

mas: R 5 M 

М-А N=B e P=C e A MNP não é ndo 
B 


congruente ao A ABC. 
2) Se dois lados e um ângulo oposto a um deles de 
triângulo são ordenadamente congruentes a dois lados е o ângulo oposto а um deles 


5% outro, não podemos afirmar que esses triângulos são congruentes. Podem ser ou 
ndo. Então: LLA, não é um caso de congruéncia. 


um 


— 


АВ-ОМ, BC- NP, Cx P e AABC=AQNP, 
mas: АВ = MN, BC = NP, С= Р е А АВС não é 
congruente ao А MNP É A 

Em Semelhança de Triângulos prova-se que se Os lados 25 pon d são 
proporcionais aos lados de outro, então os ângulos de f dn n Es nao: 
congruentes aos ángulos do outro. Veja о seguinte exemplo E e % қ D. NE 
(ângulos e lados) de um triângulo serem congruentes а 5 elemento. 9) @ бу; 
triângulos não serem congruentes? am 8 cm, 12 сте 18c 
Para exemplificar, considere um triângulo cujos do Sm ue dois lados de Ec 
um outro cujos lados meçam 12 cm, 15 cm € ай у 4 orcionais jr lado 3 
congruentes a dois do outro). Como os lados de um são prop OS dg 


SP ДЕ TIS 


outro: — = — = ==, podemos afirm 
DM. 27 М 

aos três ângulos do outro. Então, з) (2 2 

congruentes а 5 elementos do outro е eles não são con 


3 


x 


ar que os três ângulos de um são congruentes 


lementos de um (3 ângulos e 2 lados) são 
gruentes (8 £ 27). Veja a figura, 


18 2I 
12 18 


8 12 

4) Usamos a congruência de triângulos para provar um número grande de propriedades, 
inclusive algumas que já foram enunciadas em capítulos anteriores. Algumas 
propriedades que veremos a seguir são usadas até para provar alguns dos casos de 


congruência. 


C – Algumas propriedades 
Estes dois primeiros teoremas são mais difíceis porque o leitor vê apenas um triângu- 
lo e consideramos dois. O segredo está na correspondência entre os vértices. 


C1 – Triângulo isósceles 
a) Teorema: Num triângulo isósceles os ângulos da base são congruentes. 


А 


А 


Hipótese Tese 
A ABC é isósceles de base BC 


(AB=AC) 


Demonstração: 


к ша os triângulos АВС e ACB. Os vértices correspondentes a A, B e C são 
spectivamente A, C e B. Conseqüentemente, os lados correspondentes à 


AB, BC e AC são respectivamente AB, CB e AB. 


les 


de 
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(clos de 
ре 


„amos se 65565 triângulos são congruentes: 
já s 


i^ ABC ^ ACB 
AC (А isósceles) 


АБ = A 
ER - САВ (âng. comum) 
АС = AB (A isósceles) 
Pelo caso LAL podemos afirmar que: A ABC = A ACB. 
então: | B - CJ 
(Note que B do ^ ABC corresponde a C o ^ ACB) 
p) Teorema: (Recíproco do anterior) Se um triángulo tem dois ángulos congruentes, 
então ele é um triângulo isósceles cuja base tem extremidades nos vértices desses 
ângulos. 
A 
----- 
В СВ С 


Нір 
= | A ABC é isósceles de base BC (AB = AC) | 
Demonstração: Consideremos os triângulos ABC e ACB. 
Vejamos se esses triângulos são congruentes: 


A АВС А АСВ 
В - С (Hip) 
BC = CB (Lado comum) (ALA) => A ABC =A ACB 
ВА (Hip) 


E então: | AB = AC | (Note que AB do A ABC corresponde а AC do A ACB) 


C Ti e ? . q “A 4 r К 2 i 1 
) eorema: A mediana relativa à base de um triângulo isósceles é também bissetriz 
е altura relativas à base. 
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І Қ My 
554 
А 
+ ( + + A 
- = o | 
Hip Tese 
AM é mediana 


AM é bissetriz 


relativa à base =, 
AM é altura 


do A isósceles 


Demonstração: 
Consideremos os triângulos ABM e ACM 


Vejamos se eles são congruentes: 
A ABM A ACM 


AB = AC (Hipótese) 
BM & CM (AM é mediana) 
AM = AM (Lado comum) 
Pelo caso LLL podemos afirmar que A АВМ = A ACM. E então: 
1°)ВАМ = CÂM (São ângulos correspondentes de triângulos congruentes). 
Portanto: AM é bissetriz de À. 
2º) AMB = AMC (São ângulos correspondentes de triângulos congruentes). E com 
eles são adjacentes suplementares obtemos АМС-90% е АМС--90:. Portan- 
to AM é altura relativa ao vértice A. | 


1) Teorema: A bissetriz relativa à base de um triângulo isósceles ё também mediana 
e altura relativas à base. 


Demonstração: 


Consideremos 05 triângulos ABS е ACS 
Vejamos se eles são congruentes: 


| 
) 
| 
i 
Í 
[ 
il 
| 3 
| I 
ІШ 
f | 
|) 
ШІ 
ШІ. 
ІШ! 1) 
.4 
% т 
ІРІ 
171 | 
n 
[ 
"N^ 
| ШІ! 
) 
' | 
ШІ! 
| Ib y 
bam 
ТІР! 
TE i 
| Ж 
ni 
| 
| МШ 
ШИ 
m 
| 
| Ш 
M i 
) ) 
ü A 
ПЛ! 1 
ШІ 
| D 
г IS 
| i 
nn 
mu T 
Ш 4 
МШ! 
ІЛ 
| $ 
! 
[ Í 
| f 
| 
| 
^ [Р 
ІТ 
4 HN Y 
"n" 


ісі: 


A^ А) 


ho 


CE 
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Exercício. Д re 


A ABS AACS 
== RT I nM A A. 

AB = AC ( Hi pótese) 2 S 

BÂS = CÂS (ASébissetriz) ЖАРҚЫН S 

AS = AS  (Ladocomum) B x 5 An 


Pelo caso LAL obtemos que: A ABS = A ACS. E então: 

12) BS = CS. Portanto: AS é mediana relativa a base . 

2: ASB=ASC = ASB=90º е ASC=90º = AS é altura relativa a base BC. 
e) Teorema: A altura relativa à base de um triângulo isósceles é também mediana e 


bissetriz relativa à base. 


AH é altura 
relativa à base | => 


AH é mediana 


AH é bissetriz 


do A isósceles 


Demonstração: 
Consideremos os triângulos ABH e ACH 
A ABH А ACH 


AB AC (Hipótese) : 
B С (Teor.anterior) 
AMB = AHC (Анг altura) 
Pelo caso LAAo podemos afirmar que A ABH = А ACH. Então: 
1º) ВН = СН. Portanto: AH é mediana relativa à base. 
2º) ВАН = САН. Portanto: AH é bissetriz relativa à base. 


Conclusão: A mediana, a bissetriz e a altura relativas à base de um triângulo 


ІҢ 


ІП 


isósceles são coincidentes. 
Note ainda que a altura, a mediana e a bissetriz relativas à base do triângulo isósceles 


estão sobre a mediatriz da base do triângulo. 
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A ЖА 
E MediatriZ 


Mediatriz ; 
| Ж; e s”, qualquer | ; 
Obs.: Como todo triângulo equilátero é isósceles “de 3 РИ ai é 
base, a altura, mediana e bissetriz relativas a um mesmo lado sã es. pe 
& 114 então Cc 
ABC é equilátero, 
Se o A ve 


[AP é altura) 
ай БЕ. . 
> 


O mesmo vale para BQeCR 


C2 — Paralelogramos cc À 
Algumas propriedades já foram demonstradas no capítulo 5. Por exemplo: “Angulos 


opostos de um paralelogramo são congruen 
a) Teorema: Lados opostos de um paralelogramo são con 


А В А В 
" EE, 
D E D (E 


H Т 
ABCD é um paralelogramo |->| AB=DC е AD=BC 


4 2 
tes (е reciprocamente) 
gruentes. 


Demonstração: A B 
Consideremos os triângulos ABC e CDA. [> 

(Observe os vértices correspondentes) ¡Sal 
Vejamos se eles sáo congruentes: D “С 
A ABC A CDA 


А 
A ж А B 
CAB = ACD (alternos) i е 
АС CA (ladocomunm) D a А 


АСВ = САР (alternos) 


IR IR 


IR 


Pelo caso ALA podemos afirmar que: AABC=A CDA. E então: AB=CD e AD= BC. 


b) Te (é 
à * 2 ema: (ё о Прово do anterior) Se dois lados opostos de um quadrilátero 
gruentes, então este quadrilátero é um paralelogramo 


N 


grercÍ 
AE ati 
D [s df D EET 
H Ш 
ABCD é um quadrilátero ABCD é um 
AB=DC e AD=BC paralelogramo 
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B 


pemonstração- 

Consideremos os triangulos ABC e CDA 
ы 7 ~ 

Vejamos Se eles são congruentes: A 


A CDA 


A ABC 

AB = CD (Hip. А 2 E 

BC = DA (Hip. m. А P 

МС = CA (Comum) D С Ea 
C 


o caso LLL obtemos que: A ABC = A CDA. Então: 


Pel 
1) ВАС = СА. Portanto: AB // CD 


22) АСВ = CAD. Portanto: ВС// AD 
Lados opostos paralelos > ABCD é paralelogramo. 


Obs.: Deve ficar claro que quando provamos que um quadrilátero é um paralelogramo, 
todas as propriedades do paralelogramo valem para esse quadrilátero. 


Exemplo: O quadrilátero com lados opostos congruentes é um paralelogramo. Entáo 
o quadrilátero que tem lados opostos congruentes tem ângulos opostos congruentes. 


с) Teorema: Se dois lados opostos de um quadrilátero são paralelos e congruentes, 


então esse quadrilátero é um paralelogramo. 


A B 


ABCD é um 
paralelogramo 


ABCD é um quadrilátero 
AB//CD, AB=CD 
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Demonstração: A — 

Considere os triângulos ABC e CDA. o p - 

A ABC A CDA MNT E 
CN vas A p 

AB x CD (Hip) =R к» / 
ВАС = DCA (alternos) ү С : 


BG «= СА (comum) 


Pelo caso LAL obtemos que: A АВС = A CDA. 
Então: ACB= CAD. Portanto: AD // CB. 
Lados opostos paralelos > ABCD é paralelogramo. 


s de um paralelogram 
gonais de um paralelogramo 56 cortam ао 


i i intercept 5 
4) Teorema: O ponto onde as diagonal o se in ptam é q 
ponto médio de cada uma delas. (As dia 


meio). 
E E 
D С D С 
ABCD é um paralelogramo 
MD | = | AM=MCie BM=MD 
AC ^ BD = (Mj 


Demonstração: A B 
Consideremos os triângulos AMB e CMD 
A AMB A CMD 

МАВ MCD (alternos) M 

АН = ОП (hipot.) айы 50 А B 
MBA = MDC (alternos) TAS 

Pelo caso ALA obtemos que: A AMB = А CMD. 

Então: AM = MC e BM = MD 


ІП 


11 


e) Teorema: (Recíproco do anterior) 
Se o ponto de intersecção das diagonais de um quadrilátero é o ponto médio de cada 
uma deles, então este quadrilátero é um paralelogramo. 


ABCD é um quadrilátero 


— A 5 
AC BD= {M} е аад 
aralelog 
|AM-MC e BM=MD P ыраш 


о 
nstr ação: 
D дее os triângulos AMB e CMD А x 
Co MB A CMD | 
| AMB AC [es] 
D 7C 


ім = CM (Hip) 
ж = CMD (O.P.V.) 
90 рм = DM (Hip) 
qp Q pelo caso 1 LAL obtemos que: A AMB = A CMD. 
do Entáo: MAB= MCD = AB//CD 
Analogamente obtemos que 4 A AMD = À CMB. 
Então: MDA = MBC = AD//BC 
Lados opostos paralelos => ABCD é um paralelogramo. 


Obs. 
1) Esquematizando alguns teoremas e os seus recíprocos 


paralelogr. /--» —— | paralelogr. 


ha le t 


2) As extremidades de dois segmentos congruentes contidos em retas paralelas distintas 


são vértices de um paralelogramo. 
— paralelogr. 


(Este é um bom método para construir um paralelogramo) 
3) As extremidades de dois segmentos que se cortam ao meio são vértices de um 


paralelogramo. 
А В А 
al — paralelogr. 
D C 


4) Deve ficar claro que há outras maneiras de demonstrar esses teoremas 


C3 — Trapézios isósceles 


è A “е Ne. ло con 
a) Teorema: Os angulos de uma mesma base de um trapézio isósceles são gruentes. 


D 


DAA EN 
A X Enel Hi - - A 
AB 


Hip 
ABCD é um trapézio = = А-Весер 
D 


isósceles de bases AB e С 


Demonstração: 


| ta 
Consideremos que DC seja a base menor. Tracemos por D ni es -opan Y 
paralela a CB. Seja E o ponto onde ela intercepta AB. Note q 


DC E = CB. weite. 

^ E é ұла MO d cuo que DE = DA. Ou seja: A DAE é isósceles 
de base AE. 

Logo А — B. Ecomo E = B (ángulos correspo 
las e uma transversal) obtemos que А- В. 
Finalmente, de À + D=180º е B+C=180º e А-В,о 


Então: A Ee e SES 


b) Teorema: As diagonais de um trapézio isósceles são congruentes. 


A B = Lo. a —— 
ABCD é um trapézio = М р 
isósceles 

D С 


Demonstração: 
Consideremos os triângulos ADC e BCD қ 4 


A ADC A BCD 
AD = BC (Мр) Ex. pe 
pacc (Teor.ant.) > E р E 
Del = СГ (lado comum) 

Pelo caso LAL podemos afirmar que A ADC = A BCD. 


Então: AC = BD 


ndentes determinados por duas parale- 


ж 


btemos que C=D. 


c) Teorema: (Reciproco do item a) 


isósceles, 
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Se os ángulos de uma base de um trapézio são congruentes, então este trapézio е 


Ex y Vol. 6 
9 No oMa mauca v i 175 
| porte 
e 
% H її 
| А B ABCD é trapézio 
¿ALAS de bases ABe CD => ABCD é 
A Су. sD= é isósceles 
pemonstrasi lela a BC 7, В 
Lemos ғар vértice A uma reta paralela а que encontra q 
J) Tri E p Note que ABCP é um paralelogramo. Ag P 
m BCP (São ângulos correspondentes). D Р С 
M ES Б (Нір) e C=P > D=P > А ADP éisósceles de base 
- DP Entáo AD = AP. 
E 4) Como ABCP é paralelogramo, temos : AP = BC 
T ; Finalmente, de AD = AP e AP = BC obtemos: AD = BC. Isto é: ABCD é trapézio 
El, 
isósceles. 
le, d) Teorema: (Reciproco do item b) | 
Se as diagonais de um trapézio sáo congruentes, então este trapézio é isósceles. 
А В А В 
LOSA, TAN 
С D E 
H T 
ABCD é um trapézio INE 
de bases ABe CD 
Er NE es 
e AC = Вр 
Demonstração: 


A B A B 

D C D C 
1) Tracemos por B uma reta paralela a diagonal AC que encontra a reta da base DE 
em P. Note que ABPC é um paralelogramo. Então ВР = AC e ВРС = ACD (são 
correspondentes). 

2)De BP -AC e AC = BD obtemos que BP = BD. Então o A BDP é isósceles de base 


DF. Logo: BDP = BPD. 
3) De D= Р е P= С obtemos D= Cr 


D 
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4) Considere agora os triángulos ACD e BDC. Pelo caso LAL eles sáo congruentes, 

Então: AD = BC. Isto é: ABCD é trapézio isósceles. 

Esquematizando esses teoremas e os recíprocos, temos: 


47 o M 
Trapésio Y, 
Trapésio e у 
isósceles ^ i 
C4 - Retángulos 


lados o 
a) Teorema: Todo retángulo é um paralelogramo. (Tem 


postos paralelos) 


B А > B 
A [>] 
MN D o E 
H E 
ABCD é paralelogramo 


ABCD é retângulo | = 


Demonstração: Já provamos no cap.5 que se um quadrilátero tem ângulos opos- 
tos congruentes então ele é um paralelogramo. Então, como o re- 
tângulo tem ângulos opostos congruentes, ele é um paralelogramo. 
(Tem lados opostos paralelos). 


(AB// DC, AD//BC) 


Conseqüéncia: Сото todo quadrado é retângulo, temos: 
Todo quadrado é um paralelogramo (Tem lados opostos paralelos) 
Obs.: Como todo retángulo é um paralelogramo, vale para o retángulo todas as 
propriedades do paralelogramo: 
* Lados opostos de um retángulo sáo congruentes 
* As diagonais de um retángulo se cortam ao meio 
Estas propriedades também sáo válidas para o quadrado. 


b) Teorema: As diagonais de um retân 


gulo são congruentes. 


727. 
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еге! — 
[2 E A з 
onstração: a Ө: 
triângulos ADC с BCD. Note que 4- > йб; 
ІС D m C | 


Ip 


pe 
nsidere 0% BITS DE о ales sã 
Co ago DAL podemos afirmar que eles são 
10) сағ ~ ^ Ч va DIA D 
2 ruentes. Então: ACE BD. і 
ng 
um retângulo se cortam ao meio, pois 


.]) Como < 


)bs-- 
( À é um раға 
jt - 


$ diagonais / Á ; 4 S 
"t te que em rodo retângulo as diagonais são congruentes, mas a 
оге Р 47” ; ; 
verdadeira: se um quadrilátero tem diagonais 
afirmar que ele é um retângulo. A não ser A 


> 


is diagonais de 
logramo, note que Os quatro segmentos determinados 


rela intersecção são congruentes. 


7) E : 
сіргоса пао е 

n ^ 

vi tes, não se pode 

ero seja um paralelogramo (ver о próximo teorema). 


cong? uen 
ue O quadrildt 
er retángulo as diagonais, além de congruentes, tem que se cor 
ctivos pontos médios. 


para 5 
jar nos respe 


orema: Se um paralelogramo tem diagonais congruentes, então ele é retângulo. 


c) Te 
(Ele tem ângulos retos). 
A B 
D С 
ABCD é um paralelogramo 
— — = | ABCD é um retângulo 
e AC = BD 
Demonstração: 
Consideremos os triângulos ADC е BCD. Note А 
que eles são congruentes (caso LLL). Então 
D С р € 


ADC = BCD e como esses ángulos sáo suple- 


de um para- 
— 180º > D=C=90º. Como ângulos opostos 


B=C=D=90º. Então ABCD 


mentares (ângulos consecutivos 
JA Bec 


lelogramo) temos: D — E ейр+ С 
de um paralelogramo são congruentes obtemos 
é retângulo. 

Conseqiiéncia: Se dois segmentos congruentes se cortam ao meio, entáo as suas 


extremidades sáo vértices de um retángulo. 
De fato: Segmentos que se cortam ao meio deter- д B 


minam um paralelogramo e paralelogramo com 


diagonais congruentes é retângulo. 
D 


e" > 
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Esquematizando: Ж о 


C5 - Losangos 


tos paralelos ; 
a) Teorema: Todo losango é um paralelogramo (tem ОНЕР ; 
р 
j | 
А e 
B 


ABCD é um 


ABCD é um losango | > | paralelogramo 


(AB//CD e AD//BC) 


Demonstração: 

Já provamos no cap. 5 que se um quadrilátero tem lados opostos congruentes, então 
ele é um paralelogramo. Então, como o losango tem lados opostos congruentes (os 
quatro são congruentes), ele é um paralelogramo (lados opostos paralelos). 


Obs.: 1) Como todo losango é um paralelogramo, vale para o losango todas as propriedades 
do paralelogramo: | 
e Ángulos opostos são congruentes 
е As diagonais se cortam ao meio 
2) Já provamos também no capítulo 5 que as diagonais de um losango: 
• São perpendiculares. 
* São bissetrizes dos ángulos. 


b) Teorema: Se as diagonais de um quadrilátero sáo perpendiculares e se cortam ao 
meio, então esse quadrilátero é um үе 


2227 6 


AC LBD 
ACA BD=1P) 
AP=PC e BP=PD 


> [ABCD é losango 


en tão 
S (os 


de dy 
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pert 
onstracao: Ban 
pe™ aso LAL os quatro triângulos PAB, PAD, PCB e PCD são congruentes, 
AB = BC = CD = AD. Então ABCD é um losango. 


ote ue pelo € : 
N de obtemos que- | Р E ? Ж 
jon encia: Todo paralelogramo que tem diagonais perpendiculares é um losango 

n diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio. Se sáo perpendicula- 
ән rdo com esse teorema, o quadrilátero 6 um paralelogramo. 
do desenhamos um losango com as diagonais paralelas às margens do papel, 
' melhor as propriedades. 

perceber” que as diagonais são perpendiculares e bissetrizes na figura 


a da direita. Na figura da direita é mais fácil perceber que o 


eS, de aco 
pá e Quan 
«“pemnos 
^ mais fácil * 
esquerda do que n 
o um paralelogramo. 


losango x 


c) Teorema: Se as diagonais de um quadrilátero sáo bissetrizes dos ângulos, então 


esse quadrilátero é um losango. 
A 
D B 
© 
AC é bissetriz de Ае С 
—À „ a |= | ABCDélosango А 
BD é bissetriz de Be D <A s 


x D B 
Demonstração: NA 
Usando soma dos ángulos de quadrilátero e triangulo te- С 


mos. 
1) 2a+2b+ 2c + 2d = 360 = 


0 


2a+b+d=180" (II) 


2) 
2b+a+c=180" (III) 


D I-II = c-a=0 = asc 
Ls NINE NENNEN 


a=c > A ABCéisósceles > АВ=ВС 
b=d > AABDéisósceles e Л СВР é isósceles > AB= AD e DC- BC 


De AB = BC = DC = AD obtemos: ABCD é losango. 


ИИ“  цЦц 


CR Ss da Exercícios de Matemática _ Vo : 4 pe ¿mi 
Esquematizando: 7 @ дг 
co” ceras 
= | 9 А E. 
AAN <> | n | i 
< losango >œ 59) (> <. | ЕЙ ST | Y". - 
bm : буе SUS ys 2) о! 
Es = MR bs: É 
C6 - Quadrado 
O quadrado, como já vimos, tem ângulos retos (ele é portanto um retângulo) е tem 
lados congruentes (ele é um losango). Como o quadrado é um retângulo е também, 
um losango, para ele são válidas todas as propriedades do retângulo e do losango. p- D 
O quadrado tem: ж 
* lados opostos paralelos (ele é um paralelogramo). E. 
* ángulos opostos congruentes (todos sào retos). A 
* lados opostos congruentes (todos os lados sao congruentes). A 
Ав diagonais de um quadrado são: 
* perpendiculares (ele é um losango) 
* congruentes (ele é um retângulo) 
* bissetrizes dos ángulos dele (ele é um losango) 
“ se cortam ao meio (ele é um paralelogramo). 
D 
V 
аа 1 
. 


а) Teorema: Se um paralelogramo tem diagonais congruentes е perpendiculares, 
então ele é um quadrado. 


A 


— | ABCD é um quadrado 


ABCD é paralelogramo 
AC=BD e ACI BD 


Demonstração: 

1) O paralelogramo com diagonais congruentes é um retângulo. Então ABCD é re- 
tângulo. Logo: А-В-С-В-90 

2) O paralelogramo que tem diagonais perpendiculares é um losango. Então ABCD 
é losango. Logo: AB = BC = CD = AD 

3) Como os ângulos de ABCD são retos e os lados são congruentes, ele é um quadra- 
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pet poo 


pefinição). 


йёпсіаѕ: Ze ALA 
on rângulo que tem diagonais perpendiculares 25 =; 
ret? ж 
uadrac 
; um 
é un q 


losango que tem diagonais congruentes é um quadrado - 
25 
2) ( Ў 
U 2 

lo) 4 
Existe quadrilátero (não paralelogramo) que tem diagonais 

л 
US ч, obs: ongruentes е perpendiculares e não é quadrado. Veja a figura. 

» ( 

ng Ch Basta as diagonais não se cortarem nos respectivos pontos médios. 


p- pesigualdades no triângulo 


p1 _ Teorema do ângulo externo 


lo externo de um triángulo é maior que cada um dos ángulos internos náo 


Um ángu 
adjacentes à ele. 
H T 
^ y é ángulo со ESA 
Y do A ABC, adjacente A 
A > 
É С ao ângulo С - 
Demonstração: N 
Vamos provar que Y > А AR M 
1º) Considere na semi-reta BM, onde M é o ponto médio de 
AC, o ponto P de modo que BM = MP, com P + B. B = 
| 2º) Note que pelo caso LAL podemos afirmar que A AMB = A CMP, donde tiramos 


que ВАМ = PCM. 
3º) Finalmente, de Ү > PCM e РСМ = BAM obtemos que Y > ВАМ, isto é: y> À 


^ ` m . 
Para provarmos que y > B, tomamos Q sobre а semi-reta AN onde N é ponto médio de 


BC, com AN = МО, О z A. De modo análogo ao que foi feito acima obtemos y> B. 
Obs.: Usando este teorema provamos que o triângulo retângulo e o triângulo obtusângulo 
têm dois ângulos agudos. 


D2 - Teorema: 
Se um lado de um triângulo é maior que outro, então o ângulo oposto a este lado é 
maior que o ângulo oposto ao outro. (Ao maior lado opõe-se o maior ângulo). 


с b H Т 


AS Бы [BS 


a=b > А-В (teorema do triângulo isósceles). O que contradiz a hipótese onde 
А > B. Então não ocorre a = b. 

Finalmente, como não ocorre a < b nem a = b, deve ocorrer a > b. 
Conseqúéncia: Em um triângulo escaleno ABC com A>B>C temos: a>b>c. 


^ ^ 


| A>B>C> a»b»c 


| D4- Teorema (Desigualdade triangular) 
Cada lado de um triângulo é menor que a soma dos outros dois. 


a, b e c são 


as medidas 
dos lados 
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E SS pr a pr 
Demonstracáo: ga + 0 
1) Como BC > AC, existe um ponto P entre B e C de modo que à A o comes 
CP = AC - b. Então o A ACP é isósceles de base AP. Seja P as Na. 1) mA 
medidas dos ângulos da base. қ B POE p < pa 
2) Como В é ângulo externo do A АРВ, obtemos que В > B (Teorema а со gej? A 
anterior). E como p < А, temos: 2) vA 
A>Be B>B > ШИК EO $4 ( 
Conseqiiéncia: Se num triângulo escaleno АВС as г. Sa pe ac 
A A A ~ > d ж 
A, B e С são respectivamente а, b e с, sea > b 7 с, ыша PP: ©, 
a>b>c > А>В>С pta: 
fere 
03 — Teorema: (Recíproco ao anterior) _ RN | gir 
Se um ángulo de um triángulo é maior que outro, entáo o lado oposto NS ngulo é D: 
: ior â opõe-se o maior | 
maior que o lado oposto ао outro. (Ao maior ângulo op A 
A 
с b H T pa ) 
- Em 
B a С | 
ot 
Demonstracao: 
Note que tem que ocorrer um dos casos: | 
a<b,a=boua>b. Se não ocorrer a <b, nem a = b, obrigatoriamente devemos ter: a ^ b, е 
12) Vejamos se ocorre a < b: | NES. = 
a<b > А<В (Teorema anterior). O que contradiz a hipótese onde A > B. Então N 
não pode ocorrer a « b. t 
2º) Vejamos se ocorre a = b: 
B D 
( 


аур 


Entin 


onde 


po 
vamos pro 
¿<a + | vr › , LA 
) Tomemos sobre a semi-reta ВА, fora do segmento BA, o ponto 
i ‚ АР = АС = b. Note que о А АРС é isósceles de base РС. 
os ângulos da base. 


m 
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pins de 
peícios de 
var que а < b + с. Analogamente obtem-se b < a + ce 


P con 
pas medidas d 
ssa atenção para o triángulo BCP. Note que 


s agora nos 
е С>В) e que o lado oposto а P é a e que o lado oposto a C éb + c 


teorema anterior: “Ao maior ângulo opõe-se o maior lado", com o 


Seja 
2) voltemo 
P 2 С (Р = В 
pe ас ordo com O 
С. podemos afirmar que a < b + c. 
demos dizer também que num triángulo cada lado é maior que o módulo da 


^ 


p< 
Nota: PO | 

diferença dos outros dois: 

р<а+с b=c<a a»b-c | 

LR (ЖБ ES DE =? a>|[b=0 ou а>|с—Ы pois [b-c] = le=8 


Da mesma forma obtemos que b > la - c| ec > |а - Ы. 

Então podemos escrever. 

а= toe, la-cj<b<a+cela-b|<c<a+b 

Obs.: Não existe, por exemplo, triângulo cujos lados medem 6 ст, 9 m е 16 т, pois 16 > 
6 + 9. Para existir, cada lado tem que ser menor que a soma dos outros dois e 1 6<6- 


9 é falso. 


Note que não 


basta: 6<9 + 16 е 9<6+ 16. Como 16 < 6 + 9 é falso, não existe 
triangulo com essas medidas para os lados. 
Note também que : |6 - 16| <9<6+16 = 10 < 9 < 22 é falso. Então não existe 


triângulo com essas medidas para os lados. 


D5 - Teorema: 
Se dois lados de um triângulo são congruentes a dois lados de um segundo triângulo 


e o ângulo formado por esses lados no primeiro é maior que o ângulo formado pelos 
lados em questão no segundo, então o terceiro lado do primeiro é maior que o tercei- 


ro lado do segundo. 
H 


B 
R AB=A'B' 
A | " АС imo = |ВС>ВС 
С С AREAS 


Demonstração: 
| Traçamos uo interior do ángulo BÁC um segmento AP congruente a AC, de modo 
que BAP seja congruente a В'А”С?. Pelo caso LAL: А АВР = A A'B'C'. Então, 


А |М 


contra ВС ет О. Note que pelo caso LAL, 


2) Tracam 
çamos a bissetriz de PÃC que en ОР. Logo: BC = ВО + QC =, 


triângulo PAQ é congruente ao CAQ. Então, QC = 
Ве BOHOR 

3) Como num triângulo cada lado é men 
ВОР temos: BP < ВО + QP. Então BP < BC (pois B 


obtemos que B'C' < ВС, ou seja: ВС>В'С'. 


or que а soma dos outro dois, no апре 
C = ВО + ОР). Е como ВР ~ p; С 


D6 — Teorema: (Recíproco do anterior) 
Se dois lados de um triângulo são congru 
e o terceiro lado do primeiro é maior que 
oposto ao terceiro lado do primeiro triângu 


lado do outro. 
B 


4 
; UNS a 
| 

€ 


Demonstracáo: 
Note que tem que ocorrer um dos casos: 
A= А", А<А ou Â > А'. Se não ocorrer А-А! nem А < А, obrigatoriamente 


entes a dois lados de um segundo triângulo 
o terceiro lado do segundo, então о ángulo 
lo é maior que o ângulo oposto ao terceiro 


devemos ter: А > A! 


1) Vejamos se ocorre А-А! 
Neste caso os triângulos seriam (LAL) congruentes. Então: BC = B'C C',o que contra- 


diz a hipótese. Logo não pode ocorrer А-А" 

2) Vejamos se ocorre А < A". 

Se А< А’, de acordo com o teorema anterior, obtemos: BC<B' BC, o que também 
contradiz a hipótese. Logo náo pode ocorrer А < А. 
Finalmente, como não ocorre À = À! nem À « AL, deve, obrigatoriamente ocorrer. 
ATAN 


E - Paralelas e transversal 


internos congruentes, entáo elas sáo paralelas. 


Teorema: Se duas retas cortadas por uma transversal determinam ángulos alternos 
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¡cios de MA — 
хет!” 
t 
= о E ES | H дү 
„АВ — Ja=Bj= [rs] 


os entào por hipótese que o = p. Vejamos se г e s podem ser concorrentes 


Sabem EA 
bilidades: 


mbos os casos, se r náo for paralela a s, essas retas determinam um triángulo, 
rio. E como, de 


Em à 
onde ou O € ângulo externo e D é interno não adjacente, ou o contrá 
o com o teorema do ângulo externo, o ângulo externo é maior que qualquer 


асога | 
ângulo interno não adjacente, obtemos que: 
а> ou В > о, o que é um absurdo pois, por hipótese, o = B. Então, seres forem 


concorrentes chegamos a um absurdo contra a hipótese. 


Este mesmo teorema pode ser enunciado assim: 
19) Ángulos correspondentes congruentes — г // s 

2º) Ángulos alternos externos congruentes — г // S 

32) Ângulos colaterais internos suplementares = r // s 
45) Ángulos colaterais externos suplementares = r // s 


Obs.: O recíproco deste teorema está provado no capítulo 3. 
F - Mediana relativa a hipotenusa de um triângulo retângulo 
a) Teorema: A mediana relativa à hipotenusa de um triângulo retângulo mede a me- 


tade da hipotenusa. 

A A 

PASS А Ча 
Н Т 


A ABC é retângulo 
de hipotenusa BC |> | AM= ч 


АМ ё тейапа 
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Exercícios de Matemática _ 
Demonstração: Em б 
ote que se provar 
armos que QA =x i қ, қ 
gulo AMB é isósralas Х, Obtemos que o triân- 
Isosceles de base AB, donde: 
TA 
Vejamos: 
1) Note que: ; 
obs: 
f & + B = 90? 1) 2 
x+y=99º > 9%)-хеу-(о-х-у-В|-» 2) < 
1 
lbs = y>p)e(o<r > y « B) | 
2) Levando em conta as medidas indicadas na figura (BM = MC жа АМ = seo 3) 
teorema: “Ao maior ângulo de um triângulo opõe-se o maior lado”, temos: 
7 4) 
(EX B Sr 
= о> х leva a um absurdo 
EII рас 
Então о não pode ser maior que x. 


= 0 <x leva a um absurdo. 
AD = т<5 


Então œ não pode ser menor que x. 


Es > S«r 


3 )Se а nào pode ser maior nem menor que x, obtemos que & = x. Então o A AMB é 


TER BC 
isósceles de base AB. Portanto AME is 


b) Teorema: (Recíproco do anterior) 
Se uma mediana de um triângulo mede a metade do lado a qual ela é relativa, então 


este triángulo é retángulo cuja hipotenusa é este lado. 


A А 


E M с 5 TEAN 


= | A ABC é retângulo de hipotenusa BC 


4 ent 
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E NAS 


pemonstração: 
Como os triângulos AMB e AMC são isósceles de bases 
AB Е AC, podemos afirmar que «= хе p = y. E como 3 
кы 
505. temos: х хау у 1809 => SA 
EC 


a + x + рыу зы 
O 150 =» [xy 90 p=: (А-90 ! 


> 
A = 90° > A ABC é retângulo de hipotenusa BC. 
obs.: қ. 

vado como exercício em outro capítulo. 


teorema anterior já foi pro 
gulo retángulo o ponto méd 
ele é o centro da circunfer 
diana relativa relativa à hipotenusa éoraio e a 


io da hipotenusa eqúidista 
ência circunscrita ao 


1) Este f 

2) Como no triân 

dos vértices, 

triângulo. A me 

hipotenusa é o diâmetro. 

3) À mediana relativa a hipotenusa de um triân 
determina nele dois triângulos isósceles. 

4) O teorema do item a será provado de outras formas posteriorme 


Exercícios 


gulo retângulo 


nte. 


Em cada caso são dados dois triângulos congruentes. Completar com os ângulos е 


388 com os lados congruentes: 

aJA ABC = A КІТ 

КО вех, Ce ui Авс s MOS __. BC e 
b)A ZXA = A YBZ 

HEN x. Ае а ZAe o ZXe S AS 


“marcas iguais” são congruentes е ângulos com mar- 


Em cada caso segmentos com 
ar o caso de congruência, caso eles sejam congruentes, 


389 cas iguais são congruentes. Cit 


AAA ОС 


8 Bt Exercícios de Matemática — y, y " 
a E Á а Х ыы - : i E Б IA 7 — — ol. 8 2 
Es 
sm res 9t 
Se os triángulos forem congruentes diga qual o caso е 56 não forem ponda não 2 
4 e 
/ 2) AS 
^N `| N v) А: 
/ ж ж с) Жы сас A q 2) | 
l b) ; sa SN Д 
7 БЕ ЕЕЕ A [ е A N 4) 2 
| ч MA 2 
/ М А ES 3 
AC TOR S n e) b LATA М 


g) abs 2 a h) y € 2224 ix №) 
к 


Determine as incógnitas nos casos: 


X+y 
9744 
2+4 32. 13 рах 
х+у b) NY 
2X 
х-у — = 


triángulos congruentes respeitando a correspondén. 


Em cada caso dizer quais sáo OS 
Еле 1 caso eles são congruentes. 


cia entre vértices, e dizer por qua 


Be eum 
24 obs ups edo 


A B 
A, Қ мам б 
D С 
393 Traçando a mediana relativa à base de um triângulo isósceles, prove que os ângulos da 


base são congruentes. 


394 Mostre que: 


a) Lados opostos de um paralelogramo são congruentes. 

b) As diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio. 

с) As diagonais de um retângulo são congruentes. 

d) Angulos das bases de um trapézio isósceles são congruentes. 


e) As diagonais de um trapézio isósceles são congruentes. 
мекке O SS sua 222592 
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I NE 
Demonstrar: 
395 


) AS medianas 
d etrizes relativ 


relativas aos lados congruentes de um triángulo isósceles sáo congruent 
ru A ЖУ is entes. 
as aos vértices da base de um triángulo isósceles sáo congruente 
єз. 


AS biss à Y С? 
b) Ў alturas relativas aos lados congruentes de um triângulo isósceles são congruentes 
5 - ү "^ [4 э. 
гна ; -4 relativa a um lado de um (пап rulo é também mediana, entá | a 
d) Se uma altura relat р. diana, então este triângulo é 
isósceles. : “A ; ; : ; 
ce uma altura relativa a um lado de um triângulo é também bissetriz, então este triângulo é 
e) ос 
jsósceles. e З , 2 e 
Se uma bissetriz de um triângulo é também mediana, então este triângulo é isósceles 
Se < dd А 3 S e SA y ao 
f) ce duas alturas de um triângulo são congruentes, então ele é um triângulo isósceles 
g) SE Lx 524 ге 2 р 27; J 
E) qe as trés alturas de um triángulo sáo congruentes, entao ele é equilátero. 
nao Я 
? Em cada caso é dado um triângulo retângulo ABC onde AM é mediana relativa à 
396 hipotenusa. Determine as incógnitas: 
$ 
b) 
l Co В ?х+у 
UN 
бы. 
Pi 
e) BS é bissetriz 
^3 5 А 


С 
М 


В 


7 Em cada caso é dada uma relação entre os ângulos de um triângulo. Determine uma 
39 relação entre os lados. 
ШЕН Cc b)X-Y<Z 0) MEP у аад )A-C-E ии 


298 Em cada caso são dadas três medidas. Dizer se elas são medidas dos lados de algum 
triângulo (considere o centímetro como a unidade das medidas) 
ж! 3)19 2127-15 b) 9, 12, 20 суу,» 21 d) 9, 12, 24 
ӨШІРМЕ) 27 192 528197095 g) 22, 7, 14 П22122 225 


299 Dadas as medidas (em cm) de dois lados de um triângulo, determine o intervalo de 


variação da medida do terceiro lado. 
a) 14е 18 b) 1 e 20 c) 12 e 12 AAA 


400 Determine o intervalo de variação da medida x sendo que as medidas dadas são dos 
lados de um triângulo. 


36x92.9 — Бух 2х7 А c2x+6,27-x 2 4) E 


ugor 


Exercícios de Matemática — Voi 
E - O 


Em cada с; 4 а um gu 
M а Cas Jo с ас ас М 
401 uet aso são dadas as medidas (em metros) de dois lados de triân 
a)9 e 7 sósceles. Determine a medida do terceiro lado К 
с е ) 26 ` з 5 
b)12e5 с) 14е7 d)15e8 қ » 12 12 
ON e) 17 e 26 f) e 


Dadas as medidas ---- 
idas as medidas de dois lados de um triângulo (em em) determine a medida q 
9 


02 terceiro lado, nos casos: 
Р О е ABRA A ) д қ 
Ы) 15e 20 a) 5е9 e o terceiro lado é expresso por um número pat. 
об а n V^ 24 dê о 5 Я 4 
0 e o terceiro lado é expresso рог um múltiplo dels: 


Сс) 3 6276 Сесе . A 4 ; 
) с 27 e o terceiro lado é expresso por um número impar. 


triângulo opõe-se — 
O 


f) A altura, a mediana 


403 Sem usar o seu recíproco, prove que ао maior ángulo de um 


maior lado. 

— 08 
ABCD é um quadrado e que D > 
gulo PAB é equilátero. | 


404 Da figura sabemos que 
PDC = РСр = 15º. Mostre que о triân 


Exercícios de Fixação 


405 Classificar com V ou F (Verdadeira ou Falsa) 
a) O triângulo isósceles tem dois lados congruentes. 
b) O triângulo equilátero tem dois lados congruentes. 
с) O triângulo equilátero tem três lados congruentes. 
d) Todo triângulo isósceles é também equilátero. 
e) Todo triângulo equilátero é também isósceles. 


dentes. 


e a bissetriz relativas ao mesmo lado de um triángulo isósceles são coinci- 


g) A altura, a mediana e a bissetriz relativas ao mesmo lado de um triângulo equilátero são coinci- 


dentes. 


h) Se uma altura de um triângulo é também bissetriz, então ele é isósceles. 
1) Se uma bissetriz de um triângulo é também mediana, então ele é isósceles 
j) Se duas alturas de um triângulo são também medianas, então esse triângulo é equilátero 


406 Classificar com V ou F 


a e oa é um paralelogramo. b) Todo retângulo é um losango 
o retângulo é um quadrado. d) Todo 1 : | 
E aa с é um retângulo. | f) S ы Parum 
odo quadrado é um paralelogramo h) T s e 
О h) odo quadrado é um retângulo. 
quadrado é um losango. ]) Todo paralelogramo é um Ы 


К) Todo paralelogramo é um retângulo. 


Iri. 
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Classificar com V ou F 

os de um paralelogramo são congruentes. 

e um paralelogramo são congruentes. 
lelogramo se cortam ao meio. 


407 


s st 
dos ор95 
La opostos d 


a) Ángulos OF Г, 

b) ДЕ diagonais de um para 

е diagonais de um paralelogramo são perpendiculares. 
As Glag lelogramo são congruentes. 


„уа liagonais de um para : | 

e) ex diagonais de um paralelogramo são bissetrizes dos seus ângulos. 

4 diagonais de um retángulo sáo congruentes. 

is liagonais de um retângulo são perpendiculares. 

h) AS siagonais de um retángulo sáo bissetrizes dos seus angulos. 

1) 54 diagonais de um losango são congruentes. 

j) ^ diagonais de um losango são perpendiculares. 

k) ДА diagonais de um losango são bissetrizes dos seus ângulos. 
4% diagonais de um quadrado são congruentes. 

UM drado sáo perpendiculares. 


) As diagonais de um qua 
» As diagonais de um quadrado são bissetrizes dos seus ângulos. 
0 


Classifique com V ou F 
408 Os quatro triángulos pequenos determinados pelas diagonais de um 
a) paralelogramo sáo congruentes. 
ão congruentes. d) quadrado sáo congruentes. 


b) retángulo sáo congruentes. 
с) losango 54 


De o valor V ou F 


409 O quadrilátero 
m lados opostos congruentes é um paralelogramo. 


agonais se cortam ao meio é um paralelogramo. 
los opostos são congruentes é um paralelogramo. 
gulos consecutivos suplementares é um paralelogramo. 


erpendiculares é um losango. 


f) cujas diagonais são congruentes é um retângulo. 
g) cujas diagonais são congruentes е perpendiculares é um quadrado. 


h) cujas diagonais são bissetrizes dos seus ângulos é um losango. 


Classificar com V ou F 


a) que te 

b) cujas di 
c) cujos ângu 
d) que tem an 
e) cujas diagonais são p 


4 0 O paralelogramo cujas diagonais são 
a) congruentes é um retângulo. b) congruentes é um quadrado. | 
c) congruentes é um losango. d) perpendiculares é um retângulo. | 
e) perpendiculares é um losango. f) perpendiculares é um quadrado. | 
h) bissetrizes de seus ângulos é um losango. 


g) bissetrizes dos seus ângulos é um retângulo. 


i) bissetrizes de seus ângulos é um quadrado. 
j) congruentes е bissetrizes dos seus ângulos é um quadrado. 


k) congruentes e perpendiculares é um quadrado. 
1) bissetrizes dos seus ângulos e perpendiculares é um quadrado. 


411 Classifique com V ou F 


a) O retângulo que tem diagonais perpendiculares é quadrado. 

b) O retângulo cujas diagonais são bissetrizes dos seus ângulos é um quadrado. 
с) O losango cujas diagonais são congruentes é um quadrado. 

d) O retângulo que tem lados congruentes é um quadrado. 


е) O losango que tem lados congruentes é um quadrado. 
A A. mm TT 2-0 


ED sa 
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e] E 


412 Classifique com V ou F 


ү) С еи % m paralelogramo são e 

с) Ângulos котын B. e м trapézio cm suplementares. в 
^ à stos de um paralelogramo são suplementares. 

s Angulos opostos de um trapézio são suplementares. 

P Angulos consecutivos, não de uma mesma base, de um trapézio são suplementares. 

f) Angulos opostos de um trapézio isósceles são suplementares. DE 

5) Angulos opostos de um trapézio isósceles são con 

demonstre que é equilátero o triângulo Аво ж 


gruentes. 


413 Dado um triângulo equilátero ABC, 
nos casos: 
a) A В” е С” estão respectivamente sobre АВ, BC e АС е АА = ВВ = CC. 
A, AB е BC, estão fora do triángulo t 


b) A”, В”, С” estão respectivamente nas semi-retas C 
AR = ВВ: = EC. 
= 


414 


a) Duas medianas correspondentes são congruentes. 
b) Duas bissetrizes correspondentes são congruentes. 
c) Duas alturas correspondentes são congruentes. 


Se dois triângulos são congruentes, mostre que: 


Se dois lados de um triângulo são congruentes а dois lados de um outro, mostre que 


esses dois triângulos são congruentes se: 
a) as medianas relativas a dois lados congruentes são congruentes. 
b) as medianas relativas ao terceiro lado são congruentes. 


Mostre que as diagonais de um trapézio isósceles determina com as bases triângulos 


416 


417 Mostre que as diagonais de um pentágono regular são congruentes. 


isósceles. 


418 Determine as diagonais do paralelogramo dado nos casos: 


b) 


` 


419 ү cada caso temos um triângulo retângulo ABC onde AM é mediana relativa a 
ipotenusa. Determine as incógnitas 


„ров de Matemática — А6 
pel 


os triángulos AFD e BEC sáo congruentes. 


421 Na figura ABCD e ABEF sáo paralelogramos. Prove que E 
CDFE é um paralelogramo. A 
E 
RUN 
| 422 Pelos vértices de um triángulo ABC tragamos retas paralelas Е 
aos lados opostos. Mostre que os três triângulos pequenos deter- 
minados são congruentes ao triângulo ABC. 
54 7 


D E 
`~ 423 ABCD e AEFG da figura são quadrados. Prove que BE = DE 


420 Na figura ao lado ABCD é um paralelogramo. Prove que Se 


424 А 


Da figura sabemos que M е N são pontos médios de AB e AC 


e que MB é paralelo a PC. Mostre que MPCB é um paralelogramo. M N Р | 
B С | 
425 ABCD e АЕСЕ são paralelogramos. Prove que BDe БЕ F 
se cortam ao meio e que EBe FD são paralelos. D C 
А В 
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NOM c Шис О 


oncorrem em М. Uma reta passa por M 


432 


a) 5m e 9m 


433 


a) 5m e 12т 


434 


Dados dois lados de u 
casos: 


426 As diagonais de um paralelogramo ABCD с с, Е 
e intercepta AB em К e CD em L. Mostre q а сл” 3) A 
427 Dado um paralelogramo ABCD, considere 5. е DD! perpendiculares d Tema | ge 
JE си с A ^ УА D 7 ; 
conf В” e D’ nessa reta. Mostre que BB E 
= о ABCD e P'a іе 
428 Sendo M o ponto médio do lado BC de M paralelogramo Ersecção А2 
das retas АВ е DM, mostre que AP = 2:АВ. P 
TUER vos de um paralelogramo interceptam.. r 
42 As bissetrizes de dois ângulos consecutivo ci Бела. a A 
9 sobre um lado do paralelogramo. Mostre que um Obrg 
do outro. ES = p^ 
ABCD é um losango е à bissetriz de DÃC encontra DC em P. Mostre E A 
430 -зрдр. 
A 
431 Dizer se existe triângulo cujos lados têm as medidas dadas (expressas em metros) | 
S casos: 
e 4) 8,7е 13 m. 


а)5,4е10 b) 8,8 е 16 с) 15,6 е9 
о, асһе 0 intervalo ао qual pertence а medida do 


Dados dois lados de um triângul 
terceiro lado, nos casos: qe 


b) 10m e 13m c) 13m e 2m d) 9m e 9m 


m triángulo isósceles, ache a medida do terceiro lado nos k 


b) 5m e 10m c) 5m e 3m d) 5m e 2m 


Dados dois lados de um triângulo determine o outro lado nos casos: 


a) 2m e 6m e o terceiro lado é expresso por um n° par. 
b) 2m e 5m e o terceiro lado é expresso por um n° impar. 
c) 3m e 7m e o terceiro lado é expresso por um nº par. 
d) 2m e 9m e o terceiro lado é expresso por um nº ímpar. 


nos casos: 


Exercícios Suplementares 
436 Mostre que: 


a) Um triângulo retângulo tem dois ângulos agudos. 
c) O triângulo obtusângulo tem dois ângulos agudos. 


à A Кш Че um triângulo retângulo é maior que a semi- 
Qualquer lado de um triângulo é menor que o semiperímetro 


435 Dois lados de um triángulo medem 4m e 15m. Determine a medida do terceiro lado 


a) Ele é múltiplo de 10. b) Ele é múltiplo de 9. с) Ele é múltiplo de 6. d) Ele é um número par. 


b A ^ 
) A hipotenusa de um triángulo retângulo é maior que cada um dos catetos 


d) Oladoo à ҒА 
) posto ao ângulo obtuso de um triângulo obtusângulo é maior que cada um dos outros lados. 
soma dos catetos. 
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/ 


рег 


Mostre que: 


7 
Bes aum ponto interno de um triángulo ABC, então BPC é maior que BÃC. 
а) 59 > é um ponto interno de um triángulo ABC, então: PB + PC < AB + AC, 
b) se! EN ponto interno de um triángulo ABC e x = PA, y = PB e z = PC, entáo x + y + 5 
бе е ímetro do triángulo. ASS 


[11 
= "= ва —— . . . 
-- Mostre que a mediana (medida dela) relativa a um lado de um triângulo está entre a 


438 semidiferenga e a semi-soma das medidas dos outro dois lados. 


о semiperímetro е O регі 
ео: 


Mostre que a soma das medidas das medianas de um triângulo está entre o 
439 semiperímetro (p) e o perímetro (2p) do triângulo. 


A bissetriz do ângulo agudo С de um triângulo retângulo ABC de hipotenusa BC 


440 encontra o cateto AB num ponto P. Mostre que AP < PB. 


4 Mostre que a altura relativa a um lado de um triángulo é menor que a semi-soma das 
44 medidas dos outros dois lados. 


Mostre que a soma das trés alturas é menor que o perímetro desse triângulo. 


442 


443 Sendo AS a bissetriz relativa ao vértice A de um triângulo ABC com AB < AC, mostre 
que BS « CS. 


4 4 4 Sendo P um ponto qualquer da bissetriz AS de um triângulo ABC com AB < AC, 
mostre que PB < PC. 


Dado um hexágono regular ABCDEF, mostre que: 


445 


a) BF е DF são congruentes. 
b) Há duas diagonais de medidas diferentes. 


c) As diagonais ВЕе СЕ são paralelas. 
d) A maior diagonal é bissetriz dos ângulos cujos vértices são suas extremidades. 
e) A diagonal maior é paralela a um lado. 


f) Dois lados opostos são paralelos. 
g) As diagonais que partem de um mesmo vértice dividem o ângulo desse vértice em partes iguais. 


446 Dado um heptágono regular ABCDEFG, mostre que 


а) As diagonais AC e АҒ são congruentes. 
b) As diagonais ADe АЕ são congruentes. 


2 A diagonal AD é paralela ao lado BC. 
) As diagonais que partem de um mesmo vértice dividem o ángulo desse vértice em partes iguais. 


I — ám Sa 


Retas Perpendiculares 
A- Retas perpendiculares 


A1 - Definição | : 

Duas retas são perpendiculares quando são concorrentes e dois ângulos adjacentes 
jeterminados por elas sào congruentes. Cada um dos ángulos que elas determinam е 
chamado ângulo reto. 

Como eles são congruentes e suplementares, fica claro que cada um mede 90° 
(Esta definição já foi vista em outro capítulo.) 


r, 
ІВ 


TALOS 


> da A а ^ a Р | | 
cC pl -Bs APB e BPC são adjacentes | = PA 
| 


| APB = BPC | 
| 


д2 — Existência е unicidade por um ponto 
Teorema: Dada uma reta e um ponto, pertencente à ela ou não, existe uma única 
reta que passa pelo ponto e é perpendicular a reta dada. (Vamos aceitar este teorema 
sem demonstração). 


Obs.: Quando o ponto pertence a reta existe uma única perpendicular em cada plano que 
contém a reta. 


[сао Per 


> 


[Р Er = 3| S | Pesa sL r | (Em geometria plana) 


2º caso P é г 


pi 


pice sls 


PESA САН 


Exercícios de Matemática м 
oJ. 


Teorema: Se dua: 


~ I € 'alelas — z 
delas, então el pi distintas e uma reta e perpendicular au : 


aép 
MEI оруна а Outra também (Geometria plana). 


=> |0) O (En P 


Demonstração: Já sabemos que se r é concorrente com a, então ela será concorrenr, 
com b. Então as retas paralelas a e b são cortadas pela transversal r, determinando 
ângulos correspondentes congruentes. Se r e a formam ángulo reto, ге b também 
formam ângulo reto. Então: r é perpendicular a b. 


Teorema: Se duas retas, contidas em um plano, são perpendiculares a uma terceira 


então elas são paralelas. 


a 
~ | — а alr "EE 
=> a//b | 


ИШТ 


DEREN 0 b 


Demonstração: Note que se a = b, por definição a e b são para- ant 
lelas. 

Se a e b são distintas e têm ponto comum, então por este ponto с 
estão passando duas retas, а e b, distintas, ambas perpendicula- [== 


res a r, o que é um absurdo, pois existe uma unica perpendicular 


por um ponto, em um plano, a uma reta dada. 
Então, como a e b são coplanares e não têm ponto em comum, elas são paralelas. 


Obs.: 
1°) Em geometria espacial não é verdade que duas retas perpendiculares A 
a uma terceira são paralelas. Veja o cubo ao lado. 
a e b são perpendiculares a r e não são paralelas. 
2°) Note que para o paralelismo vale a propriedade transitiva, mas para 


o perpendicularismo não. 
Em um plano: a//r, b//r > a//b (Transitividade) 


a ШІЛТЕР => mV |) 


Pode ocorrera LrblLreaLb? 

3º) Se duas retas são concorrentes e não são perpendiculares, elas 
são chamadas retas oblíquas. 
О z 90° €» res são oblíquas 


4°) Se dois segmentos tem ponto em comum e estão contidos em retas perpendiculares, 
eles são chamados segmentos perpendiculares. (Da mesma forma podemos definir 


semi-retas perpendiculares, segmento, etc. 


I 
——— —— O 
: ——— a _—— E ES a = - - == sf 
| LaS Io] 2 


% 7% 
) qe M 
| % Y 
1, À 
h 
| | үсісіо5 de Matemática — Vol. 6 
| ) Е 
NN | AB e CD são perpendiculares. D | 
2 
PN 
N N A a в AF 
N | t "B 
d V à E 4 А 
i B- projeções Ortogonais 
la ч 
NM P efinigio: A projeção ortogonal de um ponto sobre uma reta é o pé da perpendicular 
UM .onduzido pelo ponto à дыы, | 
| % ho A perpendicular é a intersecção das perpendiculares) 
é di 
la А ( , 
% |р 
3 ГІР : 
P' i E E 
P' 
SS 
q P^- projeção de P sobre г 
Note que se O ponto pertence à reta a projeção e o ponto são coincidentes. 
B2 - Segmento sobre reta 
icáo: 1º) Se o segmento estiver numa reta perpendicular a reta na ual ele vai 
Definiç perp 
ser projetado, a projeção ortogonal dele sobre a reta é a intersecção dessas retas. A 
projeção do segmento é um ponto. 
2º) Se o segmento estiver em uma reta oblíqua à reta na qual ele vai ser projetado, a 
projeção dele sobre a reta é o segmento determinado pelas projeções de suas extre- 
| midades sobre a reta. A projeção do segmento é um segmento. 
ў A 
A mem 
/ A 


4 II 
E І mb ro 


= r T DÁ 
А-В ә А B 


A'= projeção de AB sobre r AB projeção de AB sobre r 


Obs.: 
1°) Como neste capítulo vamos falar apenas em projeções ortogonais, quando falarmos 


apenas em projeção, estamos querendo dizer projeção ortogonal. 


2°) Note que se AB for paralelo a r, então A'B' é congruente a AB. й = 


De fato: ABB'A' é um retângulo ( paralelogramo com ângulo reto) 


e como retângulo tem lados opostos congruentes, obtemos: | 
4 B M E Т 


A'B' = AB. 2 z 
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3º (с> TUE T» 4 | А е 
Ane ne Jot oblíquo а reta p então АВ é menor ао que AB. A sat ==! 22) a. 
n. 0. Ai emos por À uma reta paralela a r que intercepta a reta í Ep ções q 
em P. Como АРБА é um retângulo, temos: A'B'= AP e como Я (9e2" 
› > . А А A! [: 
à А < АВ, pois АР é cateto е AB é hipotenusa do triângulo retângulo А ВД" pe 
АВР obtemos: A'B < AB. [о < 
4") Note que se ита extremidade do segmento está sobre а reta de з ре : 
Sis, 8 у В E! 
Projeção e a outra não, a projeção é ит cateto do triângulo retângulo E ta 
CUJO segmento é a hipotenusa. Projeção 4°) 
‚ сой! 
C — Segmento perpendicular e segmentos obliquos | (se 
Por um ponto P, não pertencente a uma reta r, traçamos o segmento P'P perpendicu. oo 
lar a ге segmentos РА, PB, PC, PD...., oblíquos a г, com P’, A, В, C, D, ... sobrer 
> Ра 
22 2 ХУ ^ 
> 23 : RP 1 
MIA 7 
A B P C р 
ОРУ 1 
7% Se dois segmentos têm projeções congruentes dizemos que eles são igualmente afastados р 
. с 
da perpendicular: 
=—— кр , =- P 
РА-РВ > PA e PB estão igualmente afastados ае P'P. AN 
Á | | 
o . A . ~ ~ ; 7 | ІШ N 
2º) Se dois segmentos têm projeções não congruentes dizemos que PEN 
o que tem projeção maior está mais afastado da perpendicular TARE E 
P'B > P'A > PB está mais afastado de P'P do que PA. и 
Дк Ух 
ЕГЕ 
Teoremas: / | S 
1º) O segmento perpendicular é menor que qualquer seg- AUTE E 
mento oblíquo. 
Demonstracáo: 
, , ^ ~ A N р 
Note que о A PP'C é retângulo em P". Então C « P'. E como ао 
maior ângulo opõe-se o maior lado, temos: PP' < PC. : 
p € 


о 2 r ° ^ 
2) Dois segmentos oblíquos com projeçoes congruentes são 
congruentes. 


(Segmentos igualmente afastados da perpendicular são 
congruentes). 


Demonstração: Note que АР ба projeção de AP e BP' é 
а projeção de BP. Como os triângulos PP^A e PP^B 
| congruentes (caso LAL) obtemos que PA = PB. 


são projeções 


"We 
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oco do anterior) Dois segmentos de oblíquos congruentes têm proj 
5 roje- 


ехе 

39) (Recipr 

es congrue 
ntos cong 

ão: Os triângulos PP'A е PP'B são congruentes 

ÁO) 


ntes. 
»ruentes são igualmente afastados da perpendicular) 
с . 
р 


:0 
pemonstras | ' Т А 
o caso especial (hip.. cat.) para triângulos retângulos. En- 


>] 
ре E қ 
(30: PA P'B. 
4º) Se dois segmentos oblíquos têm projeções não 
congruentes, o que tem projeção maior é maior. 
o é mais afastado que outro da perpendicular, então ele é maior que 


um segment 
Р 


(Se 
о outro) 
р | 
Dc Таш ЖОГ STO SAB 
H: [PB>PA| > T: [PB>PA | 
= P^A. De 


pemonstração: “aa 
dere o ponto Q sobre P'B de modo que P'Q 
que PO PA. 


1) Como P'B > PA consi 
acordo com o teorema anterior podemos afirmar 
B é obtuso. Então PB > PQ (ao maior 


2) Como РОР” é agudo, obtemos que PQ 


ângulo está oposto о maior lado). 
Finalmente, de PB > PQ e PQ = PA obtemos: РВЕ. 


5) 
5º) (Recíproco do anterior) Se dois segmentos oblíquos náo sáo congruentes, en- 
tem projeção maior. 
itro, então ele está mais afastado da perpendicular) 


tão o maior deles 
(Se um segmento é maior do que ot 


P 
piii н: [PB>PA| = T: [PB> PA] 


pi B 
— PB = PA (absurdo contra a hipótese) 
). Entào, como nào pode ocorrer 


A 


Demonstração: Note que: P'B = РА 


P’B < P’A — PB < PA (absurdo contra а hipótese 
P'B = P^A. nem P’B < PºA, só pode ocorrer: Pap АРА 
6º) Se dois segmentos oblíquos náo sáo congruentes, entáo o que forma angulo 


maior com a sua projeção é menor que o outro. 
2º caso: 


1° caso: 
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D 
Caso: . қ - ^ = B (Hipótese) e ao maior à 
um tri : Considere o triângulo АРВ. Como A > B( 2p. | ) ior Angulo de 
ri obtemos que PA é menor que PB. 


angulo está oposto о maior lado, 


2º а 
© Caso: Considere o triângulo APB. Como O ângulo e 
interno А do triângulo é obtuso. Como ao maior ângulo de um triângulo está oposto 
5 obtemos que PA é menor que PB. 


79) (Кесіргосо do anterior) Se dois segmentos oblíquos não são congruentes, en. 


tão o menor deles forma ângulo maior com a sua projeção. 


SES S 


xterno em A é agudo, o ângulo 


O maior À é mai : 
maior lado e À é maior que B 


1º caso: 2? caso: 
E. RS E 


Demonstração: 


1º caso: Como ao maior lado de um triângulo está oposto O maior ângulo, PB maior 


que PA implica em A maior que B. 
2º caso: Como o segmento maior está mais 
externo do triângulo APB, é maior que o ângulo interno 


les, podemos afirmar que зе Os ângulos que dois 
forem congruentes, OS segmentos são congruentes 


afastado da perpendicular, o ângulo А, 
B. Então: А é maior que B, 


Obs.: Lembrando do triângulo isósce 
oblíquos formam com as projeções 
(e reciprocamente). 


D – Distâncias 
D1 — Distância entre dois pontos distintos 


por eles ou igual a qualquer segmento congruente a ele. 


A 


d(A,B)= AB 
B B 
A medida de AB é chamada distância métrica entre A e B. 


vista no capítulo 1. 


D2 - Distância entre ponto e reta 


Definição: A distância entre dois pontos distintos 6 igual ao segmento determinado 


Obs.: Se | ão coinci 'stánci 
os pontos são coincidentes, a distância entre eles é nula. Esta definição já foi 


‚гг vw 


Defi ө ы ЖЫ e . ^ . 
"inicao: E igual a distância entre o ponto e a projeção ortogonal dele sobre a reta. 


Ya 
li 
h NN 
| % 
NENE A 
| Bi (cios de Matemática — Vol. 6 
Sug А ч, еее 
Ц Q „Р Р 
0 R ; Ya 
tg % a e r кл. ; а (p r) = pp 
Sv h P' t 
um % vite que se o ponto pertence à reta, a distáncia entre o ponto e a reta é nula. 
ht INS 
E \ — теогета уе. Л 2% 
HN p3 juas retas são paralelas distintas, então os pontos de uma são equidistantes (estão 
TA - mesma distáncia) da outra. 
q um: A „Дь; С 5 А В E z 
H:[r//s, AECE | = ТІ4ДА,г)-«(В,г)-«(с,г). | 
NN Demonstracáo: 
В. AA'e BB' аз distânci tre А В е г, sabemos que А B 
Thai sendo AA'e BB' as distáncias entreA ere 346 q | | : 
| AA'e BB' são perpendiculares a r. De acordo com o teorema: | | 
Me \ “се duas retas são paralelas e uma reta é perpendicular a uma, E : 
- №, 0 . q 99 - 
Org A então ela é também perpendicular à outra”, podemos afirmar que 
eR 
te dy 
) 


B' 
AA’ e ВВ” são perpendiculares à reta s também. Então o quadrilátero AA'B'B е um 
retângulo. E como retángulo tem lados opostos congruentes, obtemos: 
d (A, =d(B, г) 


Da mesma fo 


rma, para qualquer ponto P de s obtemos que d (P, r) = d (A, т). 


D4 - Distância entre duas retas paralelas distintas 
Definição: E igual a distância entre um ponto qualquer de uma e a outra. 
Р 
Minado E r 
Б 6 
ШІ ӨЛ-Ш(Р өлсе рде ү 
De acordo com о teorema anterior para qualquer ponto escolhido а distância obtida 
será a mesma. 
Obs.: Note que a distância entre duas retas coincidentes ou concorrentes é nula. 
T 
IES 
S 
d (r, s) é nula 
|} 


d (г, s) é nula 


Т 
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Е — Ângulos de lados respectivamente perpendiculares 


с 9 4 га» 


dos lados) respectivamente perpendicul З 
z= 180". 


1 r 4 . . . AG A = 5 X 
Nas figuras temos várias possibilidades onde x — y € P NEL | 
Seja a e b os lados de um ángulo (não reto para exemp 2 S do 
Outro. 


^I 
posl 


Vamos provar dois casos. (Analogamente provamos os outros). 


n b VN pas 


8 JO л Жа е 
ШАЙ 
а 

ү ше Note que: 
E О 20) 
р =n +90" 

n + х= 90º 

n4 y-90 х+п= 90° 


90. 
= T Е 


“е 
L temática — Vol. 6 
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ы; h. r Geométrico (6 G.) 
Iro |} ида 
2 м Geométrico 
ag n^ A Uma figura (conjunto de pontos) é o lugar geométrico (LG). ou apenas 
0; ição: E inue serta propri dadas 
q pel d „s pontos que possuem uma certa propr iedade se, e somente se: 
0 шй . dc za pontos da figura têm essa propriedade: 
- з5 О я “q 
100 „s pontos que possuem a propriedade pertencem a essa figura 
jos o: = i 
j tos 
b . Alguns exemplos 
іс estamos estudando geometria plana 


Fê .squecer ql 
mediatriz de un 
as extremidades do segmento. 


1 segmento é o lugar geométrico (LG) dos pontos que são 
қ 

o 
jistantes d 


1 


equi! iz é a reta perpendicular ao segmento pelo seu ponto médio. 
“Па - E E: wr Br 3 
=. qualquer ponto da mediatriz equidista das extremidades do segmento. E 


ме que IU A 4 : 4 z - 
x Iquer ponto que equidista das extremidades do segmento esta sobre a mediatriz. 
ша!“ D 
à 'D 


АР 
id ---> ----» 
MT ^B А `в N Ex А | "B 
P está na mediatriz — PA - PB. DA = DB > D está na mediatriz. 


79) A bissetriz de um ángulo convexo é o lugar geométrico (LG) dos pontos, inter- 


nos ao ángulo. que equidistam dos lados do ángulo. 
Note que qualquer ponto da bissetriz eqúidista dos lados do ângulo. E que qualquer 


ponto interno que eqúidista dos lados está sobre a bissetriz. 
b 


Б pb 
o ol Sq Sp a 
г р = 4 
P está na bissetriz d (P, a) = d (P. b). d(X.a)=d(X.b)> X está na Dissez. 


3% Dadas duas retas concorrentes. o lugar geométrico (LG) dos pontos que equidistam 
dessas retas é a uniáo das retas que contém as bissetrizes dos ángulos formados por 


essas retas dadas. 


: Exercícios de Matemáti rE С. 
Lembre-se: As bissetr; Sa = Vols ЕЕ 
^ Setrizes são perpendiculares. ot? > 
uma extremidade S ""Blnento perpendicular a duas retas paralelas distintas, « G? 2 
с А “ад: Да |Жыл к ? 5 re Y? 
paralelas NAM її cada uma das retas, е o LG dos pontos que eqúidistam dec рей” 
jt que este LG é uma reta paralela às retas. e (240? 
E г А — r 
— LG 
5 5 
СР) dE S) 
5°) Dad istânci stri | i 
) Vada uma distância d e uma reta г, o lugar geométrico dos pontos que distam d o! 
de r é a união das duas retas paralelas a e b, em semiplanos opostos (com origem em 
Г), conduzidos por pontos que distam d de r. 
А а | 
d N 
r r 
E ( 
В B : 


6º) Dado um ponto C e uma distância г, o lugar geométrico dos pontos que distam р 
de С é a circunferência de centro C e raio г. 


LG 


G - Altura de quadrilátero notável 


G1 — Altura de um trapézio 
Definição: A altura de um trapézio é igual a distância entre as retas que contém as 
bases. Note que quando falamos em distância podemos pensar na distância geomé- 
trica ou na distância métrica. Então podemos pensar na altura do trapézio como um 
segmento perpendicular às retas das bases, com uma extremidade em cada uma (há 
infinitos) ou pensar na medida dos segmentos, e como os segmentos são todos 
congruentes, têm todos uma única medida. Neste caso a altura é única. Dentro do 


| dj 


A, = Simétrico de A em relação a O. 
(Note que: A = simétrico de A, em relação a O). 


E Simétrico de um ponto em relação a uma reta 
efinição: Dada uma reta e, que será chamada eixo de simetria, e um ponto A, um ponto 


À, é chamado simétrico de A em relação a е, se e somente se, е é mediatriz de АА. 


Note А 


olhe 0 


гене” 


ue ot 
Note q 


_ Altura 
ão: À 


pefiniçã” 
[ados opos 


que O 


H - Simetria 


H1 - Simétrico de um ponto 
a) Simétrico de um ponto em relação a outro ponto 
Definição: Dado um ponto O, que será chamado centro de simetria, e um ponto А, 


um ponto A, é chamado simétrico de A em relação a O, se e somente se, O é ponto 


médio de AA, . 
(Define-se ainda que o simétrico de O em relação a O é o próprio ponto O). 
"А 


ы“ 


NE 


a 
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h, 


h, 


de um paralelogramo 
altura de um paralelogramo é a distáncia entre 
tos. (E a distáncia entre retas que contém lados paralelos) 


"O 


rapézio tem uma única altura. (Em qual delas estamos pensando?!) 
; 5 о?! 


paralelogramo tem duas alturas distintas. 
1gulo, que é um paralelogramo particular: 


No retângulo as alturas têm as medidas dos lados. 
losango e o quadrado (h, = h.). 


N 


X 


as retas que contém 


208 
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4 Г 
Vo : Ее 


Se ão e é Орг » 
(5€ 0 ponto A pertence a e, o simétrico de А em relação e е o proprio ponto ду ұлы 
É e ¡rap с» 
)] 2 
3 19 A 
A A А, ШІ 
2^) 
^ NS , ` ~ ы; 
A. = Simétrico de А em relação a e. L 
(Note que: a = Simétrico de A, em relação a e) 
H2 — Simétrica de uma figura 
a) Simétrica de uma figura em relação a um ponto Ж 2. cm E 
nét i ‚у. a simétrica dest: 
Definição: Dada uma figura (um conjunto de pontos), a simétrica d : ү em 
relação a um ponto O dado é o conjunto dos pontos que sao 95 O dos pone 
d A 
da figura dada em relação ao ponto O. / 
7 
> / | 
(С РА | 
. 4 : E 
B O DA 
2 
А 


р) Simétrica de uma figura em relação а uma reta 
Definição: Dada uma figura (um conjunto de pontos), a simetrica dessa figura em 


relação a uma reta е, ou eixo e, dado é o conjunto dos pontos que são 08 simétricos 

dos pontos da figura dada em relação ao eixo e. 
е 

С (Б €; 


A A A, 


H3 - Centro de simetria de uma figura 
Dizemos que uma figura tem centro de simetria O se, e somente se, qualquer que 
ІІ! seja um ponto P dela, o ponto P simétrico de P em relacáo a O é também um ponto 
! dessa figura. 

! Exemplo: O ponto de intersecção das diagonais de um paralelogramo 
! е centro de simetria desse paralelogramo. 


||| НА - Eixo de simetria de uma figura 
Dizemos que uma figura tem um eixo e de simetria se, e somente se. qualquer que 


| 
| soJa um ponto P dela, o ponto Р simétrico de P em relação ao eixo e é também um 
ponto dessa figura. 


) z . 
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4 2 ta que passa pelo 209 
‚ A ret assi 3105 ` ^A: \ 
amplo: AE! E pelos pontos médios das bases de um 
Х о isósceles é eixo de simetria desse trapézio. E 
ape” A 
(гар / —_ а 
ОРУ ando obtemos кзы иа 4 partir de outra, dizemos que fizemos y 
7°) е mansformação de uma figura na outra. i i - a 
K : a а, 
Ps exemplo de transformação é quando obtemos a simétrica de 
ls y figura em relação a um ponto (simetria central). Veja item a 
р рага essa transformação ё ғ a | І 
F YA i асао e M 7] о . 
ym outro nome [x / ção е rotação de 180º (ои meio giro). 
A А 
Ur 
q e 
ly y 
Pon | 
ү А Na 2 
| rotação de 180º ou meio giro é uma isometria (Isométrico <> mesma medida). 
Isto significa que a partir de uma figura, por meio giro, obtemos uma figura 
ongruente a ela. ( Veja item a) 
J 3 ; 1 7 Ж < z +. 
o) Ошто exemplo de transformação é quando obtemos a simétrica de uma figura em 
elagdo а um EIXO (simetria axial). Veja item b. 
re Құ; $ 
Um outro nome dessa transfoi mação é reflexão. 
A reflexão é também uma isometria. 
4º) Para que fique definida uma simetria central (meio giro) é suficiente dar o seu centro. 
P a que fique definida uma simetria axial (reflexão) é suficiente dar o seu eixo. 
59) Para que. 
i = 25 - 2 A 5 A 2 се қы по 
-M 6º) Uma rotação em torno de um centro O, сот um ângulo de rotação o, com 0 < о <180º, 
Os em qualquer sentido (horário ou anti-horário) também é uma transformação isométrica. 


КИ C. 
A 
B B, 
А, 
С 


7°) Uma translação também é uma transformação isométrica. 


B B, 
A< N | 
(с С, 


8% А homotetia também é uma transformação, mas ndo е 1sométrica. Os ângu 


| correspondentes preservam as medidas, mas os segmentos nao. 
B, 


los 
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Exercícios 


Determinar O valor de x nos casos 


Determine x 


x+30º 


A 
A 
b) {> | 
SA 
H С В Н € 
4 50 Já provamos que a mediana relativa a hipotenusa de um tri- А 


ângulo retângulo mede a metade da hipotenusa, 


Traçando retas por Be C paralelas a AC e AB, obtemos um quadrilátero. 


Usando esse quadrilátero, prove que AM = — (Olhe as figuras) B : 


¡cios de Matemática — Vol. 6 
Exer? 


los A 


451 
SN | ху 
| 
| т“ 
а) MT 
A 
452 Se o triángulo ABC é retángulo de hipotenusa BC e AM € mediana, determine x: 
М. | 
5055 
а) 226 b) AUN 
B M C e Бых, ей 
453 Em cada caso abaixo temos um triângulo isósceles de base BC. Determine o ângulo 
da base. 
A 


A 


EN 


454 No triângulo ABC da figura, se AH é altura e BS é bissetriz, 
determine BSC dados BAH=30º е ACB- 40°. 


5) 


а 5 C B E 


455 Da figura, sabemos que АН é altura е AS é bissetriz A 
relativas a BC do triângulo ABC. Se B=70º e НА5- 15º, deter- 


mine С. 


З “ale Е CELE as alturas. Mostre que elas Ко; 
Como o quadrado é um paralelogramo, ele tem duas al juc clas são 


iguais. 
(Não esquecer que todo losango 


Mostre que as duas alturas de um losango são Iguais. 


é também um paralelogramo.) 
‹ = 


ados oblíquos as bases, de um trapézio 


Mostre que as projeções ortogonais dos | 
isósceles, sobre a base maior são congruentes. 


as projeções de dois lados opostos de um paralelogramo, sobre uma reta 


Mostre que 
lados são congruentes. 


que contém um dos outros 


Mostre que num triángulo isósceles acutángulo as projeções da base sobre os outros 


lados são congruentes. 


Prove que as projeções de dois lados opostos de um paralelogramo sobre uma reta 


qualquer são congruentes. 


Dado um segmento AB contido numa reta oblíqua a uma reta r, mostre que a proje- 


ção do ponto médio de AB sobre r é o ponto médio da projeção de AB sobre r. 


Por um ponto P fora de uma reta traçamos dois segmentos obliquos a reta. Mostre 
que o de projeção menor forma um ângulo maior com a reta. 


Exercícios de Fixação 


Em à à | 
| cada caso são dados ângulos de lados respectivamente perpendiculares. Deter- 
mine as incógnitas. 


3x 


b) 


a) 
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rc! 
pe 


do М $ y Е 
O 2x D 
| 7АХ:%25 
| : c) : T 
Y | 
N | а) $1 ox 
N | Жл со yl, 
М] INS | 
: s mediana relativa a hipotenusa do triá = a г РИИ 
à SES iS E 5 | sa do triângulo retângulo, determine as uL 
9 N 66 sno 5а ne as incóg- 
MN 4 nitas nos casos. 
% 
ДЕ U^ À к 
AS E 4 
оф х e ZA 
0 h Ñ 3v-X k b) «xe 10º 2%+20 \ 
% 28 o 
i ON ж ——=— 
2x43 M yt*9 M 4 
ùr - 
| E | ss > A : : m - ЕЕ 
Pe, Mostre que a soma das distáncias entre um ponto qualquer da base de um triángulo 
467 isósceles e os outros lados é constante para cada triángulo dado. 
nes 
! 
MN + | | | Е | 
АГА AS Mostre que a mediana relativa a hipotenusa de um triângulo retângulo mede a meta- 
i 468 de da hipotenusa. 
D (Sugestão: Sendo AM a mediana e BC a hipotenusa, considere sobre a semi-reta AM o ponto P de 


do дис! M seja ponto médio de AP. Prove que os triângulos ВАС с PCA são congruentes). 
mode ES. 


9 De um ponto P, fora de uma reta r traçamos o segmento perpendicular e segmentos 
"Re 46 oblíquos. 
Mostre quc. 


5552 a) Segmento 


b) Se dois segmentos oblíquos têm projeções não congruentes então o que tem maior projeção é 


s oblíquos com projeções БӘЛЕКЕТ são congruentes, е reciprocamente. 


Proj 
| maior, € reciprocamente. 
г 
Ps Um segmento de reta tem: 
st 470 a) Centro de simetria? b) Eixo de simetria? 
iu 471 Uma reta tem 
a) Centro de simetria? Quantos? b) Eixo de simetria? Quantos? 
472 Dizer se tem centro de simetria ou não as seguintes figuras: 
a) circunferência b) trapézio escaleno с) trapézio isósceles d) paralelogramo 
с) losango f) retángulo g) quadrado h) triângulo isósceles 


i) triângulo equilátero |) duas retas paralelas distintas. 


473 Dizer quantos eixos de simetria tem a figura nos casos: 
a) circunferência b) trapézio escaleno с) trapézio isósceles d) paralelogramo 
с) retângulo f) losango g) quadrado h) triángulo isósceles 
1) triângulo equilátero J) duas retas paralelas k) um ángulo convexo 1) duas retas concorrentes 


A A A Бы a i md Sm ИЙ 


БЕРЕ ND 


e -- 


| a tem um: 
a) pentágono regular 


d) octé b) hexágo VA RR 

) octógono regular e)d agono regular c) heptágono regular 

c ^ dec: RA É à ( 
“саропо regular f) pentadecágono regular 
5 is de A 

? às retas distintas c : Ehe Тт 

47 n tas distintas coplanares tem centro de simetria, qual a posição EE 8 
entre elas? ativa | 
To r ; 59) AS 

476 do polígono regular tem centro de simetria? 98 


477 Uma semi-reta tem: 


a) Centro de simetria b) Eixo de simetria 
Exercícios Suplementares 48 
478 Dizer como se faz para obter um ponto que seja equidistante de três pontos não 
colineares. 
^ ES ^ r. 3 P —— 
479 Duas cidades estào afastadas de um rio no qual deve ser construída uma ponte. Dizer A! 
onde dever ser construída esta ponte para que ela esteja a uma mesma distância das | 
duas cidades. 
B em um mesmo semiplano de ==. 


480 Dados dois pontos A e B e uma reta r, com A e 
origem r, dizer como se obtém um ponto P sobre r, de modo que a soma AP + pp. 


seja mínima. 


481 Mostre que o ponto de intersecção de duas bissetrizes de um triângulo equidista dos 
lados do triângulo. 
482 Mostre que o ponto de intersecção das bissetrizes de dois ângulos externos de um 


triângulo equidista das retas que contêm os lados do triângulo. 
| 


483 Obter pontos que eqüidistam das retas que contém os lados de um triângulo. 


484 Dados dois pontos A e B internos a um ângulo XPY , determinar um ponto M em PX | 
e um ponto N em РҮ de modo que a soma АМ + MN + NB seja mínima. | 


SS o A 
485 Mostre que: 


a) Se um ponto está na mediatriz de um segmento, então ele equidista das extremidades do segmento. 
b) Se um ponto eqüidista das extremidades de um segmento então ele está na mediatriz do segmento. 


486 Mostre que: 


a) Se um ponto está na bissetriz de um ângulo, então ele equidista dos lados do ângulo. 
b) Se um ponto eqüidista dos lados de um ângulo, então ele está na bissetriz do ângulo. 
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ГС 
Exe 


487 O triángulo ABC ao lado é isósceles de base B A —- 


> Determine Xx: / 
A o 


488 As retas r e s da figura ao lado são paralelas e 


DE = 2AB. Determine x: lo 
a. | 
N А x C 


RN 489 Da figura sabemos que AB = AC, À = 100º с ЕЕ: 


%ы AD = BC. Determine CBD: Ca Wa 
5% DA 
In қ o — 2” | =— == A "e 5 3 à 
“86 490 Sobre os lados ABe АС de um triângulo isósceles de base ВС tomamos, respectiva- 


mente, os pontos Q e P de modo que СВР-50 e BCQ=60. Sabendo que А = 207" 


ши mostre que ВРО- 80". 


capítulo j 


Base Média e 
Pontos Notáveis 


gase média de um triângulo 


еогета E Б: 
= o cujas extremidades são os pontos médios de dois lados de um tria 
е Mangulo 


coment ; 
sean terceiro lado e mede a metade dele. 


Q sec 
; parale ior 
“ 
^ H 
N M e N sáo pontos 
médios de AB e AC 
B € 
pemonstração: === 
C uma reta paralela a AB e seja P o ponto 
A 


1) Tracemos por 
onde essa reta encontra a reta MN. 
2) Consideremos OS o e CPN. Note que pelo caso ta е 
ALA, eles são congruentes. Então MN = NP e AM = PC. 
3) De AM = MB e AM = РС, obtemos MB = РС е como por y 
construção PC é paralela a МВ, podemos afirmar que o qua- 
drilátero BMPC é um paralelogramo. Então MP é paraleloa М N 
BC, donde obtemos que MN é paralelo a BC. pe 
4) Como MN = NP (item 2), temos que MP = 2MN e como ч 
MP = ВС (ВМРС é um paralelogramo), obtemos que: 2MN = 
BC 
BC. Então MN = EN ; 


А2 - Teorema 
$e um segmento com extremidades em dois lados de um triângulo é paralelo ao 


terceiro lado, e uma extremidade é ponto médio de um lado, a outra extremidade será 


ponto médio do outro lado. 


A 
H Т 
N MN // BCeMé E N é ponto 
médio de AC 


ponto médio de AB 


- МВ. E como MB = AM, temos AM = NP. 


Então AN = NC, isto é: N é ponto médio de AC. 
A3 — Definição 

O segmento determinado pelos pontos médios de do 
se base média do triângulo. Lembre-se: A base me 
mede a metade do terceiro lado do triângulo. 


В — Base média de um trapézio 


B1 — Teorema 
O segmento cujas extremidades são os p 
trapézio é paralelo às bases do trapézio e 


bases. р ) тоҙ ірі 
А Лай в bases AB e CD MN // ABe 
M e N são pontos = (MN / / CD) 
7 S médios de AD e BC 
D b E 
Demonstração: 
1) Seja P o ponto de intersecção das retas DC e AN A B 


2) Considere os triângulos ABN е PCN. Note que pelo 

caso LAAo, eles são congruentes. Então AB = CPe М 
AN = NP. 

3) Note que MN é base média do triângulo ADP. En- р 


tão MN é paralelo a DP e mede a metade de DP. 
Como DP = AB + DC, obtemos: 


MN//CD (ou MN // AB) |е MN = АВС c 
2 2) 


B2 - Teorema 


extremidade também será ponto médio do outro lado 
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ў БЕ AS SU 
1) Tr E 
) Tracemos por М a reta paralela a АВ e seja P o ponto onde essa M N 
reta e a SA - 
Sia encontra BC. Note que BMNP é um paralelogramo. Então NP N 


B PQ 


2 ; 3 Sã 
2) Considere os triângulos MNA e PCN. Pelo caso LAAo eles sao CONgruenta, 


is lados de um triângulo chama. 
dia de um triângulo é Paralela « 


ontos médios dos lados não bases de um 
mede a metade da soma das medidas das 


Se E CRM tem extremidades nos lados que não são bases de um trapézio, e 
paralelo ás bases e uma das extremidades é ponto médio de um lado, então a outra 


e. 
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mo—— 
pet 


B 


AB e CD são bases 
MN é paralelo a AB 


M é ponto médio de AD 


tração: —— : 

ТАТ a ог B е М retas paralelas a AD e sejam P е Q os 
0720 A де elas encontram, respectivamente, MN e ГС, 

40 / 

EN pontos : ABPM e MNQD são paralelogramos. 

note ж — BP MD = МО e AM = MD, obtemos que 

2) pe = 


— 


«siderando os triángulos BNP e NCQ, pelo caso LAAo, eles sáo congruentes. 
3) ca BN = NC, isto é: 
a > 


5 Ent ВЕ ВС 
це % Né ponto médio de B£-- 
Se? po- Definição " з ет, 
% B3 gmento determinado pelos pontos médios dos lados não bases de um trapézio é 
Ў O se T Mim 
DN chamado base média do trapézio. 
| Lembre-se: A base média é paralela as bases е mede a metade da soma delas. 
D 
) | вд - Teorema um | i m 
+D | 0 segmento determinado na base média, pelas diagonais de um trapézio, mede a 
= metade da diferença das bases. 
=y ІС G 
a—b 
Ni 
2 
А а В 
Demonstração: DESDE D 
—— b 
a, Note que MP é base média do A ADC: y = E M Y M Q 
E também que МО é base média do ADAB: 
A A a B 
а 
X+y=— 
2 
E b 
Então: x + — = 
2 
C - Incentro 


Teorema: As trés bissetrizes de um triángulo sáo concorrentes num mesmo ponto e 


ele é o centro da circunferência inscrita no triángulo (Este ponto é chamado incentro 
do triángulo). 


220 


Demonstração: | 
1) Se as bissetrizes AS е BR fossem paralelas, não existi 
gulo АВС. Então AS е BR se interceptam. Seja P o ponto de 
intersecção. 

2) Como qualquer ponto da bissetriz equidista dos lados dos ângu- 


los, podemos dizer que: — 
d (B а)-а(Р, с) (P está em BR) e 


ria о triân- 


B 


d (P, b) = d (P. c) 


(P está em AS). 
Chamemos de r a distância entre P e c: | (10, @) = Б E 
3) Do item 2 tiramos que d (P, a) = d (P, b) 5r. Então P eqüidista de a e b, isto е. я 3 
à bissetrizes concorrem no mesmo ponto P. , 


está na bissetriz de C. Logo: As 
4) No próximo capítulo vamos ver que se a dist 
réncia e uma reta for igual ao raio, entáo a circun 
caso, considerando a circunferência com centro em 
cia entre P e os lados, a circunferéncia vai tangenciar O 


ância entre o centro de uma Circunfe. 
feréncia tangencia a reta. Nesse 
P, com raio т, como r é a distân. 
s lados do triângulo АВС. 


D — Circuncentro 
Teorema: As mediatrizes dos lados de um triângulo são concorrentes num mesmo 


ponto e esse ponto é o centro da circunferência circunscrita ao triângulo (Esse ponto 


é chamado circuncentro do triângulo). 


А 


В С 


LAK 3 
Жекей 


Demonstração: 
EB С е ВС fossem paralelas não existiria о 
. Então e : 
(M as se encontram. Seja P o ponto de 
2) Como qualquer 
ponto da mediatriz d : 
d 2 de um segmento eqüidi 
B ocn do segmento, podemos dizer ES 5 
а (Р está na mediatriz de AB) e | 
=РС (P está na mediatriz de BC). 
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port? 
os de R à distáncia entre P e B: PB — R. 
2 tiramos que PA = PC = К. Então P eqüidista de A 
e AC. Logo: As mediatrizes concorrem no mesmo 
= BP = CP = К, A, B e С pertencem a circunferência de 


€ C, isto é: P está na 
ponto, 


€ 
ch a дет 
P ішігі ә 
4) Сото р é o centro da circunferência circunscrita ao triângulo centro P e raio 
;ptáo que O circuncentro nem sempre é um ponto interno ao aa | 
n q Triângulo obtusângulo Triângulo retângulo gulo. 


já sabe! 


circuncentro 


E ortocentr O | 
E rema As retas que contém as alturas de um triângulo são concorrentes num 
Nc ponto. (Esse ponto é chamado ortocentro). 
me 

A 


A 


B С В 


Demonstração: | 
1) Tracamos por A, B e C retas paralelas, respectivamente, C 
a BC, AC е AB, obtendo desta forma o triângulo A^, В” e 


тат os quadriláteros АСВС”, AB'CB e ACA'B são 
paralelogramos, obtemos que 05 4 triângulos são congruentes, don- 
de obtemos que A, В е С são pontos médios de BE АЗС еж В 
Note que os lados do triângulo ABC são bases médias do triángulo A'B”C”. 
São portanto paralelos aos lados do triângulo ABC. Então as alturas do triàn- 

gulo ABC são perpendiculares aos lados do triângulo A'B'C' pelos pontos médios. 
Isto significa que as alturas de ABC estão contidas nas mediatrizes dos lados de 
A'B'C' e como as mediatrizes (teorema anterior) são concorrentes num mesmo pon- 
to, fica provado que as retas que contém as alturas são concorrentes num mesmo 


А! 


ponto. 
Já . г r a 
à Vimos em outro capítulo que nem sempre o ortocentro é um ponto interno ao 


triángulo, 
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F — Baricentro 


Teor PERE | 
ema: As medianas de um triângulo são concorrentes num mesmo ponte » 
, onde uma é o dobro da outra. e 4 


divide cada uma delas em duas partes 


А 


Demonstração: E el 

1) Seja С o ponto onde as medianas BN e CP se encon- д 

tram. Sejam Q e R os pontos médios de ВС € CG / NS 2 7 
N 


co BC 
2) Como PN é base média do triángulo ABC: PN = mnm 


OR BC 
E como QR é base média do triângulo GBC: QR = Tü 
B — BN 


Então, PN e ОВ são congruentes е paralelos (ambos são 


paralelos a BC). Logo PNRQ é um paralelogramo. T = 
3) Como PNRQ é um paralelogramo, obtemos que G é ponto médio de QN e RP, a) 


Então: BG = 2.GN e CG = 2.GP. A 
3) Considerando as medianas AMe BN, e fazendo : analo- 
gamente ao que foi feito acima, obtemos que AM e BN 
passam por um ponto С” tal que ВС’ = 2.G'N e AG” = 
2.G'M. 
De BG = 2.GN (item 2) e BG'- 2.G'N obtemos: B C T 
BG=2.GN BG - 2(BN - BG) BG-- BN 


> > 
BG'=2G'N * |BG=2(BN-BG) |с. 2аң 
3 


Então BG'= BG e сото Се G’ estão na mesma semi-reta BN, obtemos G'=6G. 


Logo AM também passa por G e AG = 2.GM. 
Nota: Note que podemos também escrever: 


2 
AG= SAM е ОМ= = AM 


2 
BE. BN p GN-lpw 
3 


2 
CG==CP e GP="2 cp 
3 3 
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әсі! А 
Exercícios 


Se Me N são pontos médios de lados do triângulo, determi 
| > rmine xn 
os casos: 


223 


491 


Os pontos sobre Os lados do triângulo são pontos médios dos lados, determine a 
2 5 


492 incógnitas. 


Se M e N são os pontos médios dos lados oblíquos às bases do trapézio determine as 


incógnitas nos casos: 
20 
X x-2 


102 
2Р4 Exercícios de Matemática _ хе! 
Г М, 6 à É 


494 Se os pontos sobre os lados oblíquos às bases dividem-nos em partes iguais, » dete, 
mine as incógnitas nos casos: A 
sos n a) 
495 Se AM e BN são medianas do triángulo, determine x nos casos: 
A A 
к N N 4 д) 
3 ДХ à Aa : 4 
N N 
É LAN , EU 
C M B 
B M 5 
496 Se AM, BNeCP sáo medianas do triángulo ABC, 
determine as incógnitas. 
= 


С 
E. Se os pontos sobre os lados são pontos médios, determine AB. 
A 
3x+1 
2y-7 
b) 
C 
3x-5 É 
498 Considerando que os segmentos com “marcas iguais” são congruentes, determine 0 
valor da incógnita nos casos: 
a) trapézio b) trapézio c) trapézio d) trapézio (MN = x - 2y + 5) 


y+2 7 y 


x+3 
ЖЛ “хс ES 
y 
ал кг Y, à 
E 
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pene F à ; f ; 
Exercícios de Fixação 


a 


> Em cada caso os pontos sobre os lados do triângulo são pontos medie Еа 
499 Determine as incógnitas. 


Determine o lado BC do triángulo ABC sendo M e N pontos médios dos lados AC e 


500 AB. 
x B 
N 
ESA 
a) 2x-3 ) 
A 2 С 

С 3x+5 В 3x7 M xl 

501 Se os pontos sobre os lados do trapézio são pontos médios, determine as incógnitas 
nos casos: 


LE 


17 ЕН 
hr ; бең 
2х+3 
2 11 
е) f) 
X X 


Determine as incógnitas da figura ao lado sabendo que ela é 


d) 18 


2xty 


502 um trapézio е ММ é base média. 


ES N 


died 


226 


triângulo): 


503 De o valor V (verdadeiro) ou F (falso) (a respeito de um 


a) А intersecção das medianas de um triângulo chama-se b 
b) A intersecção das bissetrizes internas chama-se incentro. 
c) A intersecção das mediatrizes dos lados é O circuncentro. 

d) A intersecção das retas que contêm as alturas chama-se ortocentro. 
e) O baricentro é sempre um ponto interno do triângulo. 

f) O incentro é sempre um ponto interno do triângulo. 

g) O ortocentro do triângulo retângulo é 0 vértice do ângulo 
h) O ortocentro do triângulo obtusângulo é externo ao triângulo. 

i) O circuncentro do triângulo retângulo é o ponto médio da hipotenusa. 


| i “A A А iângulo. 
ў) O circuncentro do triângulo obtusângulo € externo ao triâng 
k) O incentro é o centro da circunferência inscrita. | 

cia circunscrita. 


1) O circuncentro é o centro da circunferên s х 
т) O baricentro de um triângulo divide cada mediana em duas P 
ABC são medianas, determine as incógnitas. 


Exercícios de Matemática — | 
аа -- Vol 
elg 


aricentro. 


reto do triángulo. 


rtes onde uma é o dobro da outra 


mentos internos ao triângulo 


504 Se os seg 
А А 
А 
а с) 


Na figura ао lado temos um paralelogramo. M é ponto mé- 
dio de um lado. Determine as incógnitas. 


LAS 


M 


Considere um quadrado ABCD onde M e N sáo pontos médios de ABe BC. Mostre 
que DMe DN dividem a diagonal AC em partes iguais. 


506 


Exercícios Suplementares 


Considere os segmentos constituídos pelas três alturas, pelas três medianas e pelas 


а) no triângulo equilátero; 
b) no triángulo isósceles não equilátero; 
с) no triángulo escaleno. | 


de matemática — Vol. 6 


Sendo С O baricentro do triângulo ABC, determine x, y e z. А 


508 Жеті, вазы се 


Se O quadrilátero ABCD é um paralelogramo e M é 
509 ponto médio de AB, determine x. 


pP 16 
РМ = х 
€ 
1 0 Resolver: 
5 Sendo Н O ortocentro de um triângulo ABC e ВНС = 150º, determine А. 


e H é o ortocentro de um triângulo isósceles ABC de base BC e BAC = 50°, determine os 


M do triángulo. 
entro de um triángulo ABC e BPC = 125º, determine А. 
tro de um triângulo isósceles está interno ao triângulo e duas mediatrizes formam 


Determine os ângulos desse triângulo. 


b) 5 


c) Se P é o inc 
d) O circuncen 
um ângulo de 50º. 


Considerando congruentes os segmentos com “marcas iguais”, determine o valor da 


511 incógnita nos casos: 


} 
E a) b) paralelogramo 
2 


0% Prove que o quadrilátero cujos vértices são os pontos médios dos lados de um qua- 
512 drilátero qualquer é um paralelogramo. 


513 Que condições devem satisfazer as diagonais de um quadrilátero qualquer para que 
os pontos médios de seus lados sejam vértices de um: 
a) losango b) retângulo c) quadrado 


514 Seja AS bissetriz do triângulo ABC e P um ponto sobre AB de modo que SP seja 
paralelo a AC. Mostre que AE = AS. 


515 Seja P o incentro de um triángulo ABC e r a reta por P paralela а BC. Se r intercepta 
AB ет Ке AC em S, mostre que RB + SC = RS. 
КЫ Ыш ЕЕЕ ГЕ o ВЕ 
51 6 Consideremos um quadrilátero convexo com dois ángulos opostos retos. Prove que as 
bissetrizes dos outros dois ángulos internos do quadrilátero estão em retas paralelas. 
A DD CSS IN 


AP 
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228 БИРР... Voe р 
c^ 
2 Е 5 reto. B X 
51 7 Mostre que о ângulo ВСЕ da figura а0 NS АЛҒЫ ЖШ 
A C b ^ 2 
CUNG ^ Se Н ё o ortocentro de ABC, 
Considere um triángulo ABC com B- C= И T He Mostre м р 
A ão congruentes. 
51 8 que os triângulos ABC e HBC são g — s 
edi os lados e o pé 
Dado um triángulo escaleno, prove que os pontos médios Pé de uma p o! 
a r . . ГА 
51 9 altura são vértices de um trapézio isósceles. 22 
AP é bissetriz do triângulo. Se; 
i 1а ABC onde АР ё bisse | ја Qi 
| centro de um triângulo г ; A 
520 27 2 x I sobre a reta BC. Mostre que 08 ângulos BIP e CIQ são congruentes 
projeção » E 
m utilizar o seu vertice. 


Mostre como obter a bissetriz de um ángulo se 


521 


д р 
Da figura ao lado sabemos que H, K, KON são ДОШ 
522 médios de PB, PC, ОВ е ОС. Prove que HK = XY. в 
Н K 
X Y f 
C 


B 
523 Da figura sabemos que AB e PQ se cortam ao meio Q 
e AC e PR também. Mostre que BC = QR. E | 
к 
R 
: | 
524 Da figura ao lado sabemos que AP = AQ e que D é | | 
1 
ponto médio de BC. Mostre que АР= 5 (АВ + AC) . | 
р | 
| 
BRD | 
525 Da figura ao lado sabemos que D é ponto médio de BC, AN é bissetriz А 


de А e que BNA é reto. Mostre que DN = d (AB = AC). 
2 


A 


CAPÍTULO 10 
Circunferência e Círcul 2. 


A- circunferência 
1- pefinição 
ere um ponto O em um plano e uma distância r não nula. O 


| ; азай , pt conj 
jo plano dado cuja distância até O é igual a r é chamado circ junto dos 


Consid 
unferência de 


pontos c % E 
centro O € [ass 

A,B,C,.. são pontos da circunferência. 
Indicamos uma circunferência de centro O e raio r por: 
‚© (Олд. 

C (O,r) = {P | PO=r) 

Nota: A distância r da definição pode ser um segmento 
ou a medida do segmento. Em cada caso é fácil saber 
qual delas está sendo considerada. 


A2- Região interna e Região externa 

Definição: Dada uma circunferência de centro O e raio r, o conjunto dos pontos (do 
plano) cuja distância até O é menor que r e chamado região interna da circunferên- 
cia. E o conjunto dos pontos cuja distância até O é maior que r é chamado região 


| externa. 
> Região interna 
ÃO “т BO <r. 
> AOS p ow 
f 2 As N de x £ К 
de ode 
1 В” Я О E П 1 1 


^ 4 - 


Note que o centro O também pertence à região interna. 


| 
| 
N Ж 
( Região externa 
AO >т, ВО >r,... 
pas E 
A orit MA pee ем 
№ и X Р E 
/ VA Г) ^ Ж ` 
/ “ П \ / X 
I y П \ \ 
I S7 \ 4 i 
1 rm 1 | ( 
[ ZU AN 1 1 Г 
\ E Al] od F 
е І yw \ ¿ 
A ! / N 4 
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АЗ — Círculo 


icá : А A. “rência com a sua 
Definicáo: O conjunto que é a união de uma circunferência co 


E Ў 4 é ferência determina 
regiao interna é chamado círculo. Então cada circunferência d 
um círculo. 


Y | 
А,В,С e P são pontos do círculo. “culo determina- E 
Note que todo ponto da circunferéncia é também do UA que o determin 
do, mas que nem todo ponto do círculo é ponto da poa centro e raio do E 
O centro e o raio da circunferência são também chama y 
que ela determina. 


A4 — Congruénci ral 

2ng а | ruentes se, e semonte se, OS raios tem , 
Duas circunferéncias (ou círculos) são cong 
mesma medida. 


С (Ол) = С (Ой Еле 


А5 - Circunferências concêntricas b m—— 
Duas circunferéncias (ou círculos) sáo concéntricos se, 5 


centro. 


C (O, r) e С(О,”) são concêntricas 


В — Elementos e partes da circunferência e círculo 

Centro: É o ponto O da definição. 

Raio: É a distância r da definição ou qualquer segmento com uma 
extremidade no centro e outra na circunferência (OA, OB, OC, OD 
е ОЕ são raios). 


Corda: É qualquer segmento cujas extremidades são pontos da cir- 
cunferência. (BC e DE são cordas). 


Diâmetro: É qualquer corda que passa pelo centro. ( AB, CDe EF 
são diâmetros). 
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/сіо5 © 
Exerc қ —À! 


| Arco: E a intersecção da circunferência c | 
arco > Ха 5 Ja corda são t: : des 4D SERE EDS 
> A origem da corda são também as extremidades d ; 
Pá М . - ж 4 | 5 "s ne : | 
pontos de uma circunferência determinam dois Ж dm кз 
АМ 5 2 5. ` 
o arco de extremidades A e B por AB. Para evitar a b done 
| ШЕЕ 
as vezes colocamos uma terceira letra: Na figura ao 1 do UR 
| o Y ado te 
dois arcos AB. Para não haver confusão: I 
AB é o menor 
m 2 . 
АРВ é o maior 
y e > 
AP é o menor 
A Б . 
АВР é o maior 


são as extremidades de um diâmetro. 
LZ 5 A A Е 
АРВ е АОВ são semicircunferências. 
АВ é semicircunferência. 


corda determina no círculo dois segmentos circulares. 


m 
My ТЕ Semicírculo: É cada um dos segmentos de círculo determinados 
seg- DA 
4 por um diâmetro. 
B 
y a 
4 B Ángulo central: É todo ángulo cujo vértice está no centro do 
círculo. O arco que fica no interior do ángulo é dito compreendi- 
do entre os seus lados. 
d AB está compreendido entre os lados de AOB. 
7 La setor Setor angular: E a intersecção do círculo com um setor angular 
) central. Considerar também o setor angular côncavo. A medida 


do ângulo é também a medida do setor. 


exterior da outra. 


Semicircunferência: Е cada um dos arcos cujas extremidades 


Segmento circular ou segmento de círculo: É a intersecção do 
círculo com um semiplano cuja origem contém uma corda. Cada 


Coroa circular: E o conjunto união de duas circunferências con- 
cêntricas com a intersecção não vazia do interior de uma com o 
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Definição: Considere o ângulo central cujos lados p 
arco. Definiremos a medida do menor arco como à In 
medida (em graus) desse arco, a medida do аг 
Se А-В diremos que o arco AB é nulo e mede 


D1 — Secantes 


Р 
t 
f 
D3 — Externas 
f e 


C - Medida de um arco | a) ( 


assam pelas extremidades q, | 
edida desse setor. Sendo a a 


д "AN 
co maior sera 360? — a. | 
0? e o arco maior chamaremos de arco | 


de uma volta e ele mede 360º. РЕ O | b 
p, Indicaremos a medida do arco AB por m( AB). Para simplificar mui. | 5) 
tas vezes usamos apenas AB. | 
Р m(AB) = m(AÓB) > 
п(АРВ) = 360º – m(AOB) 
А 
D – Posições relativas entre circunferência e reta 4 


Definição: Dizemos que uma reta é secante a uma circunferência 
(ou que a reta е а circunferência são secantes) se, 6 somente se, a c 
reta passa por dois pontos distintos da circunferéncia. (se a reta 


contém uma corda) 
s e f sáo secantes 


D2 – Tangentes 


s é secante a f d) ^ 
s f= (A, B) tange 
Definição: Dizemos que uma reta é tangente a uma circunferência 
(ou que a reta e a circunferência são tangentes) se, e somente se, a 
reta e a circunferência têm um único ponto em comum. | 
t tangencia f ТА 
f tangencia t 
t e f sáo tangentes 
(miss det e) 
О 
те 


Definição: Dizemos que uma reta é externa (ou exterior) a uma 
circunferência (ou que a circunferência é externa а reta) se, е 


somente se, a reta е a circunferência não têm ponto em comum. 
e é externa a f 


f é externa a e 
ent=Y 


Note que: 


7 Matemática — Vol. 6 
elos me Maren + 
gxorcícios ^ 


mos: д 3 
te 5% tem - а <г < о é secante com f 


d=r = u é tangente a f 


1%, 4а >т < u é exterior a f 
le. c) 


d) A distáncia entre uma reta u e uma circunferéncia f é nula se u for secante ou 
tangente a f e será d-r se a reta u for exterior a f. 


d(£u)=d-r 


e) Resumindo os itens a,b e c, temos: 


O semi-eixo dado é onde estão as distâncias d entre o centro da circunferência f e a 
reta u. 
na 0 d<r der d»r 


f f 


pa 
71 Matemática — y, Lá 
Exercícios de ` —— — — 9l. 6 26 E se 
— AA ya 
Е e ircunscrito ge A E 
E – Polígono inscrito e Polígono circ N "^ A 5 E 
; A inscrito em uma y М { 2 
Definição: Dizemos que um polígono está d ele) se. € somente | N f о f 
ferência (ou que a circunferência é circunscri $ f | 1 
s seus vértices sá tos da circunferência. | Note 
se os seus vértices são ponto to / ж 
ABCDE está inscrito em f. A C t 
(f é a circunferência). B a 
stá circunscrita ao polígono. N ; 
f está circunscrita ao polig NN іа аби EN 
Definição: Dizemos que um polígono а С está inscrita nele) 
4 Р ircunier pu. C 
cunferéncia (ou círculo) (ou q ГК — a essa circunferência. | f 
se, e somente os seus lados são tang р А 
ABCDE está circunscrito а f. 
f está inscrita no polígono. а 
и i ren 
F — Posições relativas entre circunfe ^ 


F1 — Tangentes externamente Инк 22. 
Se duas circunferências não tem pontos da reg 


- f f 

a amadas tan 1 : | 
e omum elas sao ch 
mum e tém apenas um ponto em com » | 


1 te. 
gentes exteriores ou ditas tangentes externamen 
f e são tangentes externamente 
Dia — (Р). 


| ente | 
F2 - Tangentes internam - b ES 
Se duas circunferéncias tem um único ponto comum e tém pontos 


ternos em comum, elas sáo chamadas tangentes internamente. 
f ef, sáo tangentes internamente 
ME. 


ЕЗ - Uma interior a outra 

Se duas circunferéncias náo tém ponto comum mas tém pontos inter- 
nos em comum, dizemos que uma é interna a outra. 

f, é interna a f . 

ii AO 


ҒА - Exteriores 


Se duas circunferências não tem ponto comum nem pontos in- 
ternos em comum, elas são chamadas exteriores ou dizemos que f, 


uma é exterior à outra. 2 
f, e f, são exteriores. 


QUE 0. 


/ 
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paz 
5 cunferéncias tém apenas dois pontos distintos em co 


ir 
yas € 
б elas são chamadas secantes. 


um, E 
m f, são secantes. 
el” 
| E a һај 1 23 ас 17 o A 5 
Note que sendo R e r ов ratos de duas circunferências e d a distância entre OS centr 
5 os, 


(emos: 
а= К-т > tangentes externamente 


П 
! 
І 
I 
! І 
! І 
J ] 
l І 
] 

І 


cmd 


pR7I С а= В -r < tangentes internamente 


d+r<R=d<R-r O uma é interior a outra 


кет 
d) а> К +г < exteriores 
e)R>r R-r<d<R+r < secantes 
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Resumindo: к. E. 
ma E 
5епи-еїхо dado é onde estão as distâncias entre os centros das circunferências (R s y p 
JER E 15 со? 
mua. L5 
q : 

х PA send 
| yn 
| 

G - Comprimento da circunferéncia co! 
G1 — Comprimento da circunferência 

А figura ao lado sugere o seguinte enunciado: | Inc 
“O comprimento de uma circunferência é o limite dos perímetros 

dos polígonos regulares inscritos nela” H- 
Note que o perímetro do octágono é maior que o do quadrado, я 
porém é menor que о comprimento da circunferência. | 
Note que o perímetro do hexadecágono (16 lados) é maior que O л 


do octágono porém menor que о comprimento da circunferência. 


E assim por diante. о O- A 
Prova-se também que os comprimentos de duas circunferências são proporcionais 


aos seus diâmetros. 


os 


Sendo С, С” e С”, os comprimentos de circunferências com raios, т, т” е г” temos: 
CAE: ae! 
Pr 2А дт! 


E 
A razáo ar chamamos de л. Então: 
r 


C 

Can = [езт] 

mt [C=2nr 

O comprimento C de uma circunferência de raio r é dado por: 


E n desej ado pode ser calculado com à aproximação desejada calculando perímetros 
os polígonos inscritos e circunscritos. O 7 é um número irracional 


T= 3, 141592653589 . 
| G2- Comprimento de um arco 


| | 
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EE 


ресе 
Р edade: “Arcos de , ka " 
Usando a propr 2 Агсов de uma mesma circun ferência de : 
raus) tem O mesmo comp mento , fica fácil estabelecer By medidas iguais (em 
T. de uma mesma circunferência são proporcionais às suas Шарды. de ar- 
со: — : өз SUAS medidas 
comp(AB) _ comp(CD) das, 
m (AB) m (CD) 
:ondo O a medida em graus de um arco AB temos: уч 
se E қ TE : A Fx 
mp( AB) compr. da circunferéncia D 
ce ; x B. er 
m (AB) 360 
~ B 
Amr © r 
comp(AB) _ = comp(AB)-. X n r) 
ў 360° 360° 


Ol 
indicando por AB o comprimento do arco obtemos: 


н - Teoremas 
H1) A reta perpendicular a uma corda, conduzida pelo centro da circunferência 


intercepta a corda no ponto médio (divide a corda ao meio). “Ela é a mediatriz da 


corda”. 


A | 
S 


(бе ГАВ] = [AM=M5] 


Demonstração: 
Considere o triângulo OAB. Como ОА = OB = г ele é isósceles de 
base AB e como num triângulo isósceles a altura relativa a base é 


também mediana, obtemos que M é ponto médio de AB. Isto é 
Dy 


AM - MB. 
H2) (Кесіргосо do anterior) А reta perpendicular a uma corda 
pelo ponto médio, passa pelo centro da circunferência (a mediatriz A 


de uma corda passa pelo centro da circunferência). 


5 é mediatriz 


«(ões 


гей 
a (cio? 
A хе! 
== ERA Exercícios de Matemática — Vo] 6 Ё 


Demonstração: 
Tracemos a reta s por O ( 
AB. De acordo com o teor 
M da corda. 


O e $ bal ; 
; € 5) que seja perpendicular a corda ккк 
ema anterior 5” passa pelo ponto médio 


Mas c 
a P n чн: со uma única reta que é кое шш ре no! 
tão s= 5 e como O e É ү. uma única perpendicular а : 2 4 де t 
Então a mediatriz da E i а yp" S. 
corda passa pelo centro. Е 
H3) Em uma mesma circunferéncia ou em circunferéncias congruentes, cordas "S 
equidistantes do centro são congruentes. EC 
Sendo OM e ON as distâncias entre o centro e às cordas, temos: Se O 
y. E 


ОМ =ОМ = CD=AB 


Demonstração: 

1º) Como a perpendicular a uma cor 
CM = MD e BN = NA 

2º) Considere os triângulos OMC e ONB. 
para triângulos retângulos. 

Então CM = BN e como CD = 2 CM e AB = 


da, pelo centro, divide a corda ao meio, obtemos 
Eles são congruentes, pelo caso especial 


2 BN obtemos que CD — AB. 


Н4) (Еесіргосо do anterior) Se duas cordas de uma circunferência são congruentes, 


então elas eqüidintam do centro. 
Sendo ОМ е ON as distâncias entre o centro е as cordas, temos: 


D A 
vy AB=CD = ОМ-ОМ 


С В 


Demonstração: 


1º) A perpendicular a uma corda, pelo centro, a divide ao meio. 
Então, de AB=CD, obtemos que CM=BN. 


D 
2º) Considerando os triângulos OBN e OC 
: N,c E 
sao congruentes. Então ON-OM. ec y VN 
C B 


H5) Se uma reta é i 

perpendicular a um raio 
ARE р ; passando pela sua ex j ireun- 
ferência, então ela é tangente a circunferência р extremidade na circun 


[e 5, 
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E 


OA é raio da 
circunf. de centro O | => t tangencia 
a circunf. 


tLOA, Ает 


nstração: | NA 
circunferéncia f nào tiveram nenhum outro ponto em co- 


= „m, então te f têm apenas A em comum, isto é, t e f são tangen- 
; o que ocorre com um ponto P qualquer de t, distintos 


tes Vejamos 
Co a 


рето 
tea 


е A. Como OA é perpendicular a t, então OP é hipotenusa do 

кіш gulo OAP, donde obtemos que OP > OA =r, ou seja: OP > r. 

se OP é maior que r então P não pertence a circunferência de raio 

Я Então t € f têm apenas A em comum, isto é: t e f são tangentes. 

H6) (Recíproco do anterior). Se uma reta tangencia uma circunferência, ela € per- 
o que tem uma extremidade no ponto de contacto. 


pendicular ao ral 
t 
t é tangente a f 
OA 
de centro Oem A 


Demonstração: 
се OA não for perpendicular а 1, existe um segmento ОО perpendicular P 


a t, tal que OO’ < OA. 

Considere o ponto B, sobre a reta АО” de modo que a reta OO” seja 
mediatriz de AB. Desta forma obtemos que OB = OA e como ОА esie 
obtemos OB = r. Então B pertence a circunferência e a reta t têm dois 
pontos em comum com à circunferência, o que é um absurdo pois t é por hipótese 


A 
Q, 


tangente a circunferência. 


Então OA é perpendicular a t. 
H7) Se partindo de um ponto P, externo a uma circunferência, traçarmos dois seg- 
mentos de tangentes (com as outras extremidades na circunferência), eles são 


congruentes. 
A 
e e 
PA e PB são 


tangentes 


> [PA=] 


240 гіс? E 
EA 4 e 
Mc NN Exercícios de Matemática — voy y @ 000? P 
c monstração: E 49 а ac 
onsidere os triá об 
х с EOS OAP e OBP. Eles sáo congruentes [е + 
pecial para triángulos retángulos. Entáo 5 0400” x 
PA = PB сото? 
> 
СО x 
p ЖҮ 
| | аж " yo © 
H8) Se um quadrilátero está circunscrito a uma circunferência (веле е CIECAm SCAM) O M 2 
е 
ntão as somas de lados opostos são iguais. E {20 Б 
А £5 
S 
ABCD é BC o 
circ itível 
unscriti pem 
С peo 
Demonstração: temo = i 
Como segmentos de tangentes conduzidos a partir de um роо” ү 
são congruentes, podemos indicar as medidas como na figura. £( 
Note que: Con 
1°) AB-a-deCD - b + с. Então 
AB+CD=a+b+c+d ОР 
29) AD = d + c e BC = a + b. Então Co 
AD+BC=a+b+c+d Ге 
Logo: | AB+ CD- AD + BC 2° 
Н9) (Recíproco do anterior). Se as somas de lados opostos de um quadrilátero são C 
iguais, então ele é circunscritível. 


ІТ А А 
С В С 


В 
АВ + CD = AD + BC|>| ABCD é circunscritível 


Demonstração: 

Como existe sempre uma circunferência tangenciando três lados de um quadrilátero 
convexo, vamos considerar a circunferência que tangencia AD ‚АВ еВС. (O centro 
é a intersecção das bissetrizes de A e В e o raio é a distância entre esse centro e um 
desses segmentos). E vamos admitir que CD não tangencia a mesma circunferência. 


(Vamos considerar 0 caso em que CD não intercepta a circunferência. Se interceptar 
a demonstração é a mesma). 


pane 
Т ¿cemoS por С a reta tangente a circunferência. Seja D’ o 
f 25%; : pon- 
onde ela encontra AD. O quadrilátero ABCD” PU 
uns- 
1 
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а 
- hipótese а + b =x + y obtemos: b - b = x^ 
como por BF У nos: 6° -b - х - x, 


= x - m temos. 
10 4 ^ 
Qu  .m-x-b-b +m 

absurdo pois em um triángulo um lado tem que ser 


= 


y? - 
: > é ШП 


. que a soma dos outros dois. 
—— Ре 2 2 . A, s 
CD não tangenciar a mesma circunferéncia, chegamos a um ab d 
surdo. 


ncia a mesma circunferência. Então ABCD é circunscritível 


Logo 


intão 59 
CD tango 

a distância d entre os centros de duas circunferências de raio Reré d R 

=R + 


н10)52 е 
então elas são tangentes. 


pemonstração: А 

precisamos provar que elas têm um ponto comum е apenas ele em comum. 
[9)Provemos que 
Р(07). EK 
Como 00° R +r, se P pertence a ОО e ОР = R temos: 
(р + PO" = 00" =R+r>R+PO'=r+R> 
omo ОР = К, Р pertence à circunferência Ғе como ОР =r, P pertence a Р. Então 


elas têm um ponto em comum. Sejam essas circunferências Ғ(О,Е)е 
2 


С 
fe f’ têm um ponto em comum. 


2º) Se elas tiverem um outro ponto A também em comum, temos: 
ОА= Е, ОА =г OA + ОА = К +г. (1) 


A existência do triângulo ОАО” implica em 


ОА + О?А > 00” = К +r. (1) 
Te II leva a um absurdo. Logo f e f^ nào têm outro ponto em comum. Então f e Р são 
tangentes. 


Note que a reta perpendicular a OO' por P é tangente as duas circunferências. 
t 
f 
f 
Le] 
ОО” = В +r => fe f são tangentes externamente. 


Da mesma forma provamos que se a distáncia d entre os centros de duas circunferên- 
(1 1 r ~ ~ 
as de raios R e r é d =R - r, então elas são tangentes. 


(cios de Matemática — y, 
ea рЫ _ Exercícios С9 ^" = 


д е5 inter namente. 
= f P E ( ngent г 
, o e f sao ta 


| >< circunferências. 
| ^ ente às сис 
Note que a reta perpendicular a OO" por P € tang 
3 mesma reta, no mesmo ponto, então 
H11) Se duas circunferências são tangentes à 
elas são tangentes entre SI. 
Vamos considerar o caso em que O 


Demonstração: | 
Vamos considerar que as circ 
tangentes à reta t em Р 

Queremos provar que Ғе Ғ são tangentes. 


Consideremos os raios ОРе ОР. Como t tangencia cada uma 


em P, temos que t é perpendicular a ОРеа ОР. | 
Mas como por um ponto existe uma ünica reta perpendicular a uma reta dada, pode- 
mos afirmar que OP e О?Р estão na reta perpendicular a t por P. Logo О, P e O” estão 
nessa reta. Então OP + PO’ = ОО” ou seja: К + r = ОО”. 

De acordo com um problema anterior podemos afirmar que se ОО”= К + r então as 
circunferéncias sáo tangentes. 


o em semiplanos opostos com or. 


centros esta ҺЕ. 
| апо a demonstração е análoga. 


o semipl 


unferências f (O,R) e f (О? г) são 


Н12) (Кесіргосо do Н10). Se duas circunferências são tangentes externamente, en- 


tão a distância entre os centros é igual à soma dos raios. 
t 


f 


ы? 


f(O,R)ef 
tangentes 


(O, г) são 


> [00=R+] 


Demonstração: 


Vamos supor que f e Р sei 
jam tan х ^ 
comum e OP=R e O’P=r sentes em P, Então elas têm apenas o ponto P em 


Se P pertencer a 00’ ЕЕ 
O”, por definição de adição de segmentos obtemos que 


П- 
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+ PO’ e se P não estiver alinhad "Ter 

OP EE OP F POE o com O e O”, pel 

que O”. E como OP =R e PO” 


а desigualdade triangu- 


0 1105 = 
obte =r, temos: OO” = R+rou 


Jab VIRI. 
0666 pode ocorrer ОО” <В +r. 

vejam condições P não pertence ao segmento OO”. Considere Р 
К monto A de modo que ОО” seja mediatriz de PA. Obte- al 
mos DA OP = К e О”А = О?Р = г, donde obtemos que A Q« N 
mos 4 с duas circunferências. Logo as circunferências têm P е 7 
1 comum, O que é um absurdo pois elas são tangentes. 4 / 

ntão É 

q mesma forma Dio ашо» que se elas são tangentes internamente, então a distância 
entre OS centros é a diferença dos raios. 


НІ 3) Se duas circunferências s20 tangentes, internamente ou externamente, então os 
onto de contacto são colineares. 


centros € O P 
Гос» O 
As circunferências de centros 
б > |Р е 00! 
O e O' são tangentes em P 
Demonstração: 


Se 0,0” e P não forem colineares, então existe o triângulo O,O' e P e teremos, pela 
desigualdade triangular R - r < ОО”, < R + r. O que é um absurdo contra o teorema 
anterior que diz que OO” =R + r (ou ОО” = К - r). Então, 0,0” e P são colineares. 


Exercícios 


526 Em cada caso é dada uma circunferência cujo centro é o ponto “mais forte” assina- 
lado no seu interior. Determine as incógnitas. 


Exercícios de Matemática - Vo 


Determin 


ar O raio e o diámetro do círculo nos casos: 


Determine a distáncia entre o ponto P e a circunferência f nos casos: 
|| 529 
| a) PO =11 b) PO=7 
| a 2р 
53 0 Determine а distância entre a reta u е a circunferência sendo а a distância entre а 
reta u e o centro O nos casos: 
a) d = 16 b) d = 22 
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Em cada caso determine a distánci 
é determine a distância entre as cir fi 
5 cunferênci 
cias dad 
as: 


531 


4007 - 5 


b) ОО’ = 21 


ESO 


X 
y 532 Determine a maior distáncia que se obtém quando achamos as distáncias 
h a Ы v | | 
pontos quaisquer, um de uma e outro de outra, das circunferências dadas и 


2700-25 b) OO” = 6 


3o се 


5 33 Em cada caso sáo dadas duas circunferéncias tangentes. Determine a distância d 
entre os centros. 


GO 
Ж | әде қ © 


53 4 Se a reta r é perpendicular, pelo centro da circunferéncia, á corda, determine as 
incógnitas nos Casos: 


e 


Exercícios de Matemática _ Vol 
M A O AE VO 
30 


535 Sendo R o raio do círculo, determine x nos casos: 


536 Em cada caso as retas sáo tangentes à circunferência. Determine as incógnitas. | 
19 
Р а) 
x b) A 
5 
M 


g) 2y3 


| 


x+2y 


537 Determine PA nos casos: 


petermine o valor de x nos casos: 


22-х 
b 


e Determine O perímetro 2p do quadrilátero nos casos. 


| inn, 
S. 
À 27 3x-12 
IN 18 b) 
| \ а) 
/ y 
24 


BE УЕ 
Determine os lados do quadrilátero nos casos: 


540 
A 
2X- 
a) 


2х В А х-2 В 
2х-7 x+5 
x+12 
b) 
(Є р E 
Mas ES 


3 
D 3x-12 
Determine os lados do triângulo nos casos: 


541 


A 
A 
di x4 2x-6 
C. 2 
2x-3 
2) b) 
3y-2 xty 
С 
j x+4 Қ C B 


2x+y+2 


544 


ao lado. 


Determine as incógnitas 


545 


A 


Determine os catetos AB e AC do triângulo retângulo 


248 
Exercícios de Matemática v , prole 
542 р ы, * ж 
etermine : А | 
ше о raio do círculo nos casos: 
3 2x-1 | 
| 3) 
5 3x-6 | 
E 
6 X5 
Determine o raio do círculo nos casos- | 
a 
4x 
b) 10-x 
2x-8 3x+3 


A 
B 4 т 


ТЕ 


" : 
y X 
3x-3 
546 Determine x nos casos: 
> ” 
EA > аи | 
X 


70% 


` 547 
> X 
| y b) 4% 
а) x 
y 
y, 
ES d) e) 
X 2y-30° 
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prel agita 


X 


X 
a 


e) x+30º 
2309 
EE 


d) 


2 


3 х+40° 


Determine as incógnitas nos casos: 


3х+20° 


As circunferências são concêntricas. Determine as incógnitas nos casos: 


548 
2 
X 
80º )x 
ANS b) 
ҮҮ о 
135° | дай, 
Determine о comprimento da circunferência dada, nos casos: 
549 
5m EM 
550 Em cada caso é dado o raio de uma circunferência. Determine o seu comprimento. 
20 
a) 10 cm b) 24 cm c) 18 cm d) ДЕ cm 
551 Em cada caso é dado o diâmetro de uma circunferência. Determine o comprimento 
da circunferência. 
35 
a) 12 m b) 17 m c) 28 m уп 


——— ————.. Exercícios de Matemática " 
552 


Dado o 

comprimento C de 
um 

a) C = 40лт 


Te ae 
s se 
a circunferência, determine o seu raio, nos cas a 8 
b) C = 100nm c) С = 647m а) C= 16 x 60 


Deter ( ( CT 
m aq 
MUS omprimento do menor arco AB nos casos 


> 

Da 

554 Sendo 12 m o raio de uma circunferência, determine o comprimento do arco Ap 
DA dada a sua medida, nos casos: ^ 

B = 30° b) АВ = 210° c) AB = 135º аав = 225 


555 


O raio de uma circunferência é de 36 ст 


“Dado o comprimento do arco AB deter a) 
mine a sua medida, nos casos: 
a) 22nm b) 15лт c) 34mm d) 61mm 
== 
556 Resolver: 


a) Qual o comprimento de uma circunferência de 28 m de raio? 
b) Qual o comprimento de um arco de 6 


0º de uma circunferência de 12 m de raio? 
c) Qual a medida de um arco de 361m de 


uma circunferência de 90 m de raio? 
d) Qual o comprimento de um arco d 


e 45º de uma circunferência de 72101? 
e) Um arco de 30^ tem um comprimento 


de 407m. Quanto mede o raio dessa circunferência? 


Exercícios de Fixacao 


Determine as incógnitas nos casos: 
| 
¡ON | 
2x+2 
=» 


TT E 5 0 


тайса a Vol. 6 


ее 


Determine PA nos casos: 


Y (d. 
d ^t: x33 2x-2 


А 560 
А 19 
| ) E 
[o 20 24 
Ma SE 


Determine x nos casos: 


561 
Sparl 


X 
20 16 24 
à b) 3x 
23 


4x-5 


562 Determine o perímetro do quadrilátero nos casos: 


de 
2E (cio — 
252 Exercícios de Matemática 2% 
фы. | E E ER 2 = Voy NN 


563 Resolver: * 
io 8 m. Determine à distância entre a reta e y К 
: de diâmetro, qual a distânci, Mtro, 
la en 
E 


a) Uma reta tangencia uma circunferéncia de ra 

b) Uma reta dista 6 m do centro de uma circunferéncia de2m tr 
esta reta e a circunferéncia? | де 12 m. Qual o interval ` 

с) Uma reta é secante com uma circunferência cujo 1210 mede 65 Yariaçã 2278 
da distância d entre o centro е а reta? E К 

а) Uma reta é externa а uma circunferência. Qual é 0 intervalo de va 

centro е a reta se o diâmetro do сіг 


culo é de 18 m? ferência de raio 5 m. Qual é 
me 8 rência de ; 1542 
е) Duas retas paralelas distintas tangenciam UM н : nc 


a circun 


entre essas retas? 


* 
e) 
riação da distância q eu 5 
Те 0 
6 m. Determine a distância entre ос 
Mu 
a 


564 Duas circunferências têm raios de 15 m € . ш 
las são tangentes: 


tros dessas circunferências sabendo que € 


a) Externamente. b) Internamente. 
5 m de raios. Determine O intervalo de variação da 


565 Duas circunferéncias têm 13m e A 
distância d entre os centros, nos casos: si pa 30 
a) Elas são secantes. b) Uma é interior à outra. c) Elas são exteriores. à 
566 Duas circunferéncias com raios de 4 m e 18 m são tangentes em P. Determine q taio 
da circunferência tangente a ambas, mas não em P, de modo que os centros sejam = — 
colineares, e as duas circunferências dadas sejam tangentes. Y 
a) Externamente. b) Internamente. 
567 Resolver: 
a) Duas circunferéncias com 14 m e 40 m de diámetros sáo tangentes. Determine a distáncia entre 
os centros. a) 
b) Duas circunferéncias com raios de 10 m e 22 m têm ponto comum. Determine o intervalo de 
variação da distância d entre os centros. 
c) Duas circunferências com diâmetros de 18 m e 60 m não tem ponto em comum. Determine 0 
intervalo de variação da distância d entre os centros. 
Duas circunferências concêntricas têm raios de 4 m e 20 m. Determine o raio da 
( 


568 circunferência que tangencia ambas. 


Duas circunferências com centros A e В cujos raios medem 4 m e 10 m são tangentes. 


Determine o raio de uma circunferência com centro B que tangencia a de centro À. 
570 Duas circunferências com raios 6 m e 20 m são tangentes. Determine o raio de uma 
circunferência que seja concêntrica com uma e tangente à outra. 
571 Determinar o valor de x nos casos: 
X 
50º 280º 
a) b) с) 
608 d) 
X X 


Determinar às incógnitas nos casos: 
с 


q 
E - 


menor ángulo formado pelos ponteiros do relógio, nos seguintes horários: 
eo 


b) 


Ach 


4h lh 
dist b) c) 
ое, a) 
10h 
m. Detem Іш 
Co -— 
Dine 0 raio é e) е f) 
530 tangentes 
centro A Em cada caso é dado o comprimento de uma circunferência. Determine o raio. 
m 9/4 a) 128лт b) 471m c) 90лт d) 16m 
rajo de um 
575 Determine o comprimento do arco de circunferência cujo raio mede 36 m, dada a 
= 


medida do arco, nos casos: 
a) 50º b) 95º с) 130º d) 250º 


¡O 
254 e 
— т К | Б Exercícios de Matemática ~ yy | и A 


576 Resolver: 
solver: e 
1» 
a) Uma o 
à circur 230? dessa cir E d 
b) Отаіо де Yferéncia tem б0лт. Qual o comprimento de um arco de equi Ой Aun ОТ) y) 2 
С) Um Че uma circunferência mede 18 m. Qual о comprimento de um : ) 6 
ч 4 
а) О arco de 70º de uma circunferência mede 7лт. Quanto 22 та tem 59 ме 
raio de uma circunferência mede 90 m. Qual a medida de um arco que tem 59mm de compri. 50 gan 


mento? 2) f 
ads d) 
e si externamente. Se as distâncias entre A 
Os 9 


577 Trés circunferéncias sáo tangentes entr 
raios? 5 
centros são de 9 m, 23 m e 22 m, quais as medidas dos р 
2 
internament R | 
578 Duas circunferéncias tangentes externamente RNA T. Қан е 8 outra, 2) R 
Se a distância entre os centros das duas primeiras € e S distâncias 0) 42 
entre os outros centros são de 14 m е 16 m, determinar 05 raios. e) 42 
pr 
Exercícios Suplementares 6! 
579 Resolver: 
a) As circunferências da figura são tangentes externamente. Se а distância қ 
entre os centros é 28 cm e a diferença entre os raios é 8 cm, determine os 
raios. = 


b) Duas circunferências são tangentes internamente e a soma dos raios € 30 cm. Se 
a distância entre os centros é 6 cm, determine os raios. 

8 

[ 

a 

Na figura, as circunferéncias sáo tangentes duas a doce (cw ce ТТТ duas 1 4 SO === 
580 e os centros são os vértices do triângulo ABC. Sendo 
AB = 7 cm, AC = 5 cm e BC = 6 cm, determine os 

raios das circunferências. a 


f Ё k А TA =) 
581 As circunferências são tangentes externamente em Q e PA e PB são tangentes às 


circunferências. Determine a medida do ângulo AQB nos casos: 
a) onde t é tangente comum e АРВ- 80º b) com АРВ = 100° 


t 
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сете? 22 


Diga о número de retas que passam pelo ponto Р е tangenciam a circunferência À 


582 nos casos: 


р репепсе a À b) P é interior a À c) P é externo a À 
2... Dizer quantas retas tangenciam ao mesmo tempo (são tangentes comuns) duas cir- 
583 cunferências quando elas são: 
vacantes b) Exteriores c) Uma interna à outra 
5 mngentes interiormente e) Tangentes externamente 
d) ^ 


Em cada caso sáo dados os raios de duas circunferéncias e a distância d entre os 


584 centros. Dizer qual a posição das circunferências: 
Vs ed=16 b)R=15,r=6ed=9 
3-20, r7 8ed- 23 d)R-16,r-4ed- 13 
|) з r=4ed=5 fR-1Lhr-9ed-20 
о = dede h)R=13,r=8ed=0 


Determine o valor de x, sendo O o centro da circunferéncia, nos casos: 


ы AX 


Sendo A, B e C os centro de trés circunferéncias tangentes externamente duas a 
586 duas, determine os seus raios sabendo que AB = 15 m, AB = 18 m e BC = 21 m. 
587 Se PA = 24 m, determine o perímetro do triân- A 
gulo PCD. D 
Р 
© 
B 


KA A CS Ms AA AAA n — MH A 


588 Resolver: 


a) Quanto mede o raio do círculo inscrito em um quadrado de 40 m de perímetro? 

b) O raio de um círculo mede 7 cm. Qual é o perímetro do quadrado circunscrito a ele? 

c) O perímetro de um paralelogramo circunscritível é de 112 cm. Quanto mede os seus lados? 
d) Um losango inscritível tem uma diagonal de 18 cm. Quanto mede a outra diagonal? 
e) Um retângulo circunscritível tem um lado de 12 m, quanto mede o outro lado? 


с! 
2» | e 
Exercícios de Matemática ~ y Р D 


589 Resolver: 


SOm: Е ; TUBOS P AE n. Quanto mede cad 
a) A soma das bases de um trapézio isósceles circunscritível é de 80 1 Q à lado 
oblíquo às bases? 


b) O perímetro de um trapézio isósceles circunscritível é de 140 m. Quanto mede cada lado оъ, 
quo às bases? ; 5 lados s: 
с) Um trapézio isósceles circunscritível tem 48 m de perímetro. Determine os lados sabendo que 
uma base excede a outra em 14 m. Аы da um dos lados oblíquos е 5 
d) A base maior de um trapézio isósceles circunscritível excede A 5? o 
m. Sendo de 168 m o seu perímetro, quanto medem iuba irn e a base menor mede 12 
e) O lado oblíquo de um trapézio isósceles circunscritível А 4 
Quanto mede a projeção do lado oblíquo sobre a base Ша 


__ Quanto mede a projeção do lado oblíquo sobre а base MAOY 


E. 


590 Resolver: | 


uanto mede о raio da circun. | 
a) Os lados de um triângulo retângulo medem 15 m, 20 m e 25 m. Q з | 
ferência inscrita? 
í ; 277 e 20 cm e um lado 17 
b) As bases de um trapézio retângulo circunscritível medem 5 cm m. 
Quanto mede o raio do círculo inscrito. | 
etermine о ra 
с) Os catetos de um triângulo retângulo medem В е c e à hipotenusa a. D iO r da 
inscrita e o raio R da circunscrita. 


Duas circunferências tangentes externamente tangenciam uma oura internamente 
591 Se as distâncias entre os centros são de 40 m, 36 m e 24 m, determine os raios. 


^ч 2 1 
592 Determine о comprimento do arco menor AB, dando o raio de 90 cm e o ângulo 
central correspondente, nos casos: 


A = 
A A 
di 
B 


593 Determine o comprimento da linha cheia nos casos (os arcos sáo centrados em O, 
(06107): 
2 3 


b) AO B e triángulo equilátero de 12 cm de lado 


594 


Determi | 
“mine o perímetro da figura sombreada nos casos: | 


* | 
a) Os arcos têm raios de 12 m e são centrados em A, Ве С 


сі 5 
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pez 


p ABCD еш 


n qu idrado de 48 m de lado e os arcos centrados em A, B, Ce D 


Se os "Т de vértices О, O,, O, O, e O, medem, respectivamente, 90º, 72º, 135°, 
os raios das Circunferéncias de centros nestes vértices medem, respectiva- 


595 120°е105°е 
18 cm, 35 cm, 24 cm, 36 cm e 48 cm, determine o comprimento da linha cheia AB. 


mente, 


ma reta corta duas circunferências concêntricas em А е В е ет C e D. Mostre que 


U 


596 л,с-вг. 


597 M é o ponto médio de uma corda AB е а reta OM, onde O é o centro do círculo, 
corta a circunferência em P. Mostre que PM é bissetriz do ângulo APB. 


Duas cordas AB e CD de um círculo de centro O são congruentes. Mostre que AC = 


598 рр 


Um ponto P é interior a uma circunferência. Mostre como se constrói uma corda AB 


599 cujo ponto médio seja P. 


600 Duas circunferências são secantes em A e B. Mostre que a reta que passa pelos 
centros é mediatriz de AB. 


601 Duas circunferências são secantes em X e Y e uma reta paralela XY intercepta uma 
em A e B e a outra em С e D. Mostre que AC = BD. 


| CHEN NEUE ee uu — 


Duas circunferéncias com centros A e B se cortam em X e Y. Uma reta paralela a 


AB, passando por X corta as circunferências em P e Q. Mostre que PQ = 2 . AB. 
603 Duas cordas de um círculo de centro O interceptam-se em P. Se OP 6 bissetriz do 
ángulo formado por elas, mostre que elas são congruentes. 


o MEE oo v 


" eif 
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604 Duas cordas AB e CI 


médios dessas cord 


) ;. Se M e N são pont 
, rência são congruentes. ¡Se M 529 Pontos 
) de uma circunferência são co g entes com AB e Ch 
AAN A ‚с rue 5 
аз, mostre que MN forma ângulos cong 


605 As retas г e s são paralelas. Mostre que AB = CD. 
RAN 


E cortam em 
A e B sáo os centros de duas circunferéncias que Se Я еа 
z e 
606 médio de AB Seja s a reta perpendicular a MX por X. 
em P e Q, mostre que XP = XQ. 


— BC, mostre que 
ênci Se АВ- ВС, 

В е С são os centros das circunferências. 

607 Na figura, A, е são 


PQ = RS. 


pÍTULO po 
Angulos Relacionados 


com Arcos 


(А 


А ngulo Central 


о: Dada uma circunferência de centro O, ângulo central é qualquer ângul 
- gulo 


A finiçã 
afl : 
^ * Mem Vertice em O. 
ue A LA 
i M N q AOB é ângulo central. 
hr 


Os lados do ângulo central determinam na cir- 

cunferéncia dois pontos, no caso A e B. A me- 
dida do menor arco AB já foi definida como a 
medida do ângulo AOB . 


Então, sendo a a medida do arco AB, sabemos 
que a é também a medida de AOB. 


A medida do ângulo central é igual a medida 
do arco compreendido entre seus lados: 


Dd m (АОВ) = m( B) 


4 Para simplificar: 


B- Ângulo inscrito 
Definição: Dada uma circunferência, dizemos que um ângulo é inscrito nessa cir- 
cunferência se o seu vértice é um ponto dela e os seus 


lados contém, cada um deles, uma corda. A 


АРВ é ângulo inscrito na circunferência. 
AB está compreendido entre os lados. p 


Dizemos também que o ângulo APB está Inscrito no 
arco АРВ. 


p чао 


a) 


260 
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Teorema: O à р ME c кышы тапсак 6 4 E. 
: ^ angulo inscrito me TN 
compreendido entre as mede a metade do arco ; С 2 * 
› OS seus lados реб 
fe! 
@ о 
29% 
Doo 
ou а ot 
Х = — АР 
2 
Demonstração: 
19 Caso: Um d A 1 tro da те 
: Um dos lados do ângulo passa pelo cen 
| де 
circunferênci а 
rcunieréncia. Queremos provar que X = 5: 
Trace o raio OA. Como o triángulo ОАР é isósceles de 
base AP, obtemos À = x. 
Sendo о ángulo externo do triângulo OAP, note que 5 
Gus x 
Então: a = 2x e o = a (pois o é central) > | 


DAT d PX 


5 Caso: Nenhum lado passa pelo centro. 


Basta tragar a reta que passa pelo vértice e pelo centro e aplicar o 1º caso: 


з 

' " 

2 > X'+ WU T ый 

T ui HEC UT en 2 2) 
2 

а-а! 

рен 
D 
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к= EE. 
Ângulo de segmento 

^ inicio: Se um ángulo tém vértice em uma cir- 

de ia dada e um lado contém uma corda e 


.unferénc < “ar > > > А A 
C está em uma tangente, então ele é chama- 


0 ош rc 
10 ângulo 


de segmento. 


( 


PB é angulo de segmento. 
pe 


de segmento mede a meta- 


ma: O ángulo 
dido entre seus lados. 


compreen 


Te 0 re 
de do arco 


nstração: Como à tangente é perpendi- 
jo que tem extremidade no ponto de 
odemos indicar as medidas como na 


pemo 
cular ao та 
contacto, P 
figura seguinte. 

З 180° — a 
x+y= 90 ey = 2 


180º-a 


D - Angulos excêntricos E 
D1 - Excêntrico interior 
Eo ángulo cujo vértice é interior a circunferén- 
с1а, mas não é o centro. 
D B 


APBé excêntrico interior 
(CPDtambém) 


Teorema: O ângulo excêntrico interior mede a 
metade da soma do arco compreendido entre seus 
lados com o arco compreendido pelos lados do 
oposto pelo vértice. 


m (ABB) Ж m(ÁB) н m(CD) | 


a+b 
ou х= 
2 


Demonstração: | o 
Traçando a corda BD obtemos o triângu O sc 
х é ángulo externo e a. e В são ángulos 1n b 
circunferência. | 
EIS temos: 
Levando em conta as medidas indicadas 


b 
х= Q + D, =$ e В= = 


а Б a+b 
dO ST - х= 
as го БЕП 


D2 - Excêntrico exterior 


D onde 


circunferência. 


Teorema: 

O ângulo excêntrico exterior mede a metade da diferen 
entre seus lados. 

Demonstração: 


Traçando a corda conveniente obtemos 4 
em conta as medidas indicadas obtemos: 


сі temáti 
ícios de Matemática 
262 TT A he Exercícios uf 3 7 Vr 


8 


1 е onto em comum com 
É quando o vértice está na região externa € os lados têm p s 


a) secantes b) tangente e secante c) tangentes 


E 


ça dos arcos compreendidos 


pai 


ngulos inscritos e de segmentos. Levando 


„jos de Matemática — Vol. 6 
pelo! 
pe 


эдга todos 08 casos. 


“ 


Е- Quadrilátero inscrito 


E1- Teorema | | 
Se um quadrilátero está inscrito em uma circunferência (ou se um quadrilátero е 


inscritível), então ângulos opostos são suplementares (somam 180º). 


A 
B 
ABCD é 
inscritível 
р С 


Demonstração: 
Como os ângulos A e C estão inscritos, eles medem a metade А 
do arco oposto. Б 
Então: А ЕНІ! е С 2 BAD. 
2 2 
^ QT A] o 
Somando: А +С= BCD+BAD _ 300 . 180 D 


д 2 с 


264 
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z г A 8 
“SS 


са LA +6180]. como A + С + В+ D = 360? obtemos: В+ D=180º 


E2 — Teorema (Recíproco do anterior) ЕЕ 
e: үү ү агез, 
Se dois ângulos opostos de um quadrilátero são suplementa 
e mscritível (existe um círculo que o circunscreve). 


| 


então o quadrilátero 


D 
А +С B+ E Ў 5 inscritível 
emi [Bs 5-1]] = 


Demonstração: Mot 
1º) Se dois ângulos são suplementares, OS outros dois ta 

quatro é 360 = 2 (180º). А n 
2º) Como trés pontos nào colineares sempre estão em uma A a MEE vamos 
considerar a circunferência que passa por A, C е D e vamos SUDO O passe 
por B (vamos supor que o quadrilátero ABCD não seja inscritível) e ver se isso é 


possível. i Д p. 
Note que se B não está na circunferência, então ou ele é interno ou externo. 


OS 


ém seráo, pois a soma dos 


Seja B” o ponto onde a reta AB encontra a circunferéncia. 

O quadrilátero AB'CD está inscrito. De acordo com o teorema anterior, D+B'=180. 
Então: D + B'=180" e D+B=180' (hipótese) > B'-B,o que é um absurdo pois 
um é ângulo externo е o outro é interno não adjacente, е o ângulo externo é maior 
que o interno não adjacente. 


Supor que o quadrilátero ABCD não seja inscritível leva a um absurdo. Então ABCD 
é inscritível. 
Observações: 
1) Todo án inscri ; Te 
2 e Ps P. "uma circunferência, cujos lados passam pelas extremidades 
Vertice não é . r A 
e não e nenhuma dessas extremidades, é um ângulo reto. 


de matemática — Vol. 6 
5 


7, jO. 
22 
pe 


Como todos esses ángulos inscritos medem a metade dos arcos Кз е ÁB=180º 
ialquer um desses ângulos mede 90º. 
ı diâmetro de uma circunferência e P e um ponto qualquer dess 
ssa 
PAB é retângulo em P. 


ре/019: 
метов que qi 
| AB é un 

sm distinto de А е B, então o triângulo 


ferência, pore 


mL 


?) Se 
circu 


P 

A B 
De fato: Como РЪКАВ. e AB = 180º, temos: P 290 = 
ângulo de hipotenusa BC, então BC é o diâmetro da 


3) Se ABC é um triângulo ret 
circunferência circunscrita. 
A 


EN 
2. 


/ 


В С 


De fato: Considere а circunferência circunscrita, como A=90= BE, obtemos que 
BC = 180º. E 

Se BC = 180º, temos que AB é diámetro. 

Note ainda que a mediana relativa a hipotenusa é raio e a hipotenusa é diâmetro. 


Então: А mediana relativa a hipotenusa mede a metade da hipotenusa. 
4) Quando um ángulo está inscrito em uma circunferência, dizemos também que ela 


está inscrita no arco da circunferência não compreendido entre os seus lados. 


Desta forma, note que todos os ângulos inscritos num mesmo arco NS 


de circunferéncia tém a mesma medida (Todos eles medem a 
| 


metade do arco compreendido entre os lados). 
Todos os ângulos inscritos no arco maior AB medem a 
e 


metade do arco menor AB. 
O arco maior AB é chamado arco capaz de ángulos que 


medem о. 
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жғ m X 
Exercicios 
608 Determine o valor de x nos casos: Е: 


с de Matemática _ V 
AA O 


ESO 


Determine as incógnitas nos casos: 


уса — Vol. 6 
Ii Matemáticos — Vet e 
mu— жж 
аза | 


Determine x nos casos: 
612 


J 
80º 
8) 100° В) с) \ 
700 / 
220° 
X 
/ d) e) D 
X 
El) 


y “Ча 


268 


613 
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Determine x nos casos: 


scícios de Matemática — Vol. 6 
2 — = с== 


рез 


Determine x: 


615 


б e 
| V 
\ NI 
\ \ 
A QNS 
\ Q 
<6% 


* \ 


61 6 Em cada caso temos um quadrilátero inscrito em uma circunferên 


m >, cia. Determi 
incógnitas: nelas 


exercícios de Matemática _ Vo] , pre 
ES —8 


— 


62 
\ 
54 a) | 
E >= 


DA a qo s casos: 
61 9 Determine as incógnitas nos cà 


Rs 
1109 въ 


b) 


de matemática =VOL6 - 


Exercícios de Fixação 


groli? 


Determine O valor do ângulo x nos casos: 


622 


165 


e) 


Determine o valor do arco x nos casos: 


e) q 


d) 


625 


626 


eL  Exercícios de Matemática — y 
d Tática Va 
Al. 6 


Em c | i 

ada caso 1 é А гі 
| col - o regular 1156 
nitas. a ado do n-ágono reg 


Determine поз casos: 


to no círculo. Determine as A 
g- 
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Em cada caso mostre a relação dada: 
© A. 


= бу х= 
Y 


2 


Exercícios Suplementares 


628 Determine as medidas x e y nos casos. 


Exercícios de Matemática — Vol pe 
- c — 6 


: i írculo. 
utero АВС inserto em um círculo. Determine q, 
culo nos pontos А e В, 


angentes a esse CiT 


629 Consideremos um triângulo equil 
menor ângulo formado pelas retas t 


630 Determine o valor de x nos casos: 


b) d ER 


ecantes com uma circunferência, determinam na 


s distintas 5 
a medida. 


Prove que retas paralela 
paralelas, arcos de mesm 
2—2 


631 circunferência, entre as 


Mostre que se AB е CD são arcos de medidas iguais de uma circunferência, então as 


cordas AB e CD são congruentes. 


633 Se os lados AB e AC de um triângulo são diâmetros de duas circunferências, prove 


que o outro ponto comum às circunferências está em ВС. 


634 Duas circunferências secantes são congruentes. Mostre que 
os pontos onde elas se interceptam determinam nelas dois 


pares de arcos congruentes. 


635 Por um ponto P externo a uma circunferência de centro O são conduzidas duas 
| secantes. Mostre que se РО é bissetriz de Р, então os arcos dessa circunferência não 
compreendido entre as secantes são congruentes. 


636 Duas secantes a uma circunferência de centro O são concorrentes em um ponto P 


Mostre que se PO é bissetri а 
zdeP,en ао: 
congruentes. , então os arcos não interceptados pela reta OP são 


637 Os círculos da figura são 
TM congruentes. Mostre 


Matemática — Vol. 6 


ycícios de 


ре 


As circunferências da figura são congruentes. 
638 Mostre que AX = AY. 


O centro P de uma circunferéncia pertence a outra circunferéncia e A e В 55 
São os 


639 ponto 


Na figura à 
640 CD. Mostre que AP = AQ. 


s onde elas se interceptam. Mostre que АР -BP . 


o lado M e N são pontos médios dos arcos AB e 


As cordas AB € CD são perpendiculares e as cordas BC e DE 
641 também. Mostre que АХ =АҮ. 


Quais os quadriláteros notáveis que são inscritíveis? 


642 


643 Prove que o ortocentro de um triângulo acutângulo é o incentro do triângulo cujos 
vértices são os pés das alturas. 


apíTULO 12 


Areas de 
Regiões Poligonais 


introdução | 
par medidas de segmentos e as medidas de angulos, a for 
conceituar áreas é vista em um curso de terceiro grau. 
son aqui enunciar al guns postulados que nos leva ás fórmulas para o cálculo das áreas 
Ҹ Доштпаз5 regiões poligonais. Para simplificar os enunciados muitas vezes quando 
deett p olígono estaremos querendo dizer região poligonal: área de um polígono vai 
ар r de agora em diante, área da região poligonal que ele determina. 


como as 


Assum ma rigorosa 


para 5° 
va 


função f que associa a toda região poligonal um número real positivo que 


ә Há uma E м . 
сото Ёё uma função note que a cada região poligonal P corresponde um 


«nico número Si 
00 fP) =S 


S é a área do polígono P. 


ii) Polígonos (Regiões poligonais) congruentes têm a mesma área. 


P, P, 
> % P=P>fP)-fP) 


iii) Se duas regiões poligonais não se interceptam, ou têm apenas pontos de lados em 


comum, a área da união delas é a soma das suas áreas. 
Р, Р, 


pi 


f(P, Ub) -£(P)--£(P) (Р, ОР) ЕФ) ЕФ) 


IV) A área de um quadrado é o quadrado da medida do seu lado. 
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Sendo S a área do quadrado cuja medida do lado é a temos: 


Жа © =(Э ст)» S='9:em” dis pes 
Se a unidade escolhida para medir os segmentos for o cm, 


então a unidade de área sera Temi. 


3 cm j а 
(Note que о quadrado com 1 cm de lado “cabe” 9 vezes m 
( 
Lem no quadrado com 3 cm de lado). E 
ША. кон Nota: Sendo и а unidade escolhida para medir os segmentos, 


1 de área o quadrado cujo lado mede 1 и, cuja 


adotaremos como unidade para a medido 
área é 1 w. 


В - Área do Retângulo | | 
A área S do retângulo cujos lados medem a e b é igual ao produto das medidas dos 


lados. 


Eee. 
a 


Demonstração: Lembrando que a área de um quadrado 
de lado a é a?, de lado b é b? e de lado a + b é (a + 6)? e 
sendo S a área do retângulo em questão, temos: 


2.8+а? +02 = (a+b) 


25 +а? +b’ = a^ +2ab+b” 


28=2b > 


С – Área de Triángulo 


| СІ - Triângulo retângulo 
| А área de um triângulo retângulo é igual a metade do produto das medidas dos catetos. 


Demonstração: 


b 
TESTE 


e Matemática — Vol. 6 


po 


pe 
с Sm E bd 3 
b | == 
pecas medidas dos catetos. b é 
jam : 
emos pelas extremidades da hipotenusa retas paralelas aos catetos. Ob 
má um retângulo que é a união do triângulo retângulo dado com 4 Кыш 
fi 2 го obti 
отет! а ele. " tido, 
c A < а área do triângulo ет questão, temos: 
Sendo ^ 
< = Área do Retángulo -b.c => 25 = bc = Gu be 
2 
“Triângulo Acutângulo 
“A о ж r s E 
А área de um triângulo acutángulo é igual a metade do produto das medidas de um 
la do e da altura relativa a ele. 


БЕП 


ку HA 
b 
Costumamos enunciar assim: 
lo é a metade do produto da base pela altura”. Significando um 


“A área de um triângu 
lado e a altura relativa a ele. 

Neste caso o pé de qualquer altura está sobre o lado correspondente. 
| a união de dois triângulos retângulos cujas áreas já são 


Demonstração: 
ulo acutângulo, temos: 


Então o triângulo é igua 
conhecidas. Sendo S a área do triâng 


| \ 


b 


Obs. : x 
Esta mesma dedução pode ser usada no triângulo 
deramos o maior lado e a altura 


retá “A A 
ngulo e no triângulo obtusângulo quando consi 


relativa а ele. 


C3 — Triângulo Obtusângulo 
A área de um triângulo obtusângulo é igual a metade do produto das medidas de um 


lado e da altura relativa a ele. 


Vamos considerar um dos lados menores e a altura relativa a ele, pois neste caso o pé ре! 
da altura está fora do lado. (Quando о pé estiver sobre o lado já foi visto no item Co 
anterior). e. 
cu. 
go 
‹ 
bh P 

S == 

2 
Demonstracáo: Note que um triángulo retángulo é a E 


união de um outro triângulo retângulo com um triân-  : 
gulo obtusângulo. Sendo S a área procurada, temos: |! 


S+ mh = (m+b)h =» 
2 2 
т mh bh bh 
TE» ==> 
2 ж Ж) 
с SN 
Obs.: Como o triângulo tem trés lados e trés alturas, sendo ћ, 3 


h, e h as alturas relativas aos lados а, Бес, obtemos: 
s- 2), n b.h, en. 
2 2 2 y 


e 
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pios de ida 


ue 


ea do Paralelogramo 


lelogramo é 
ara с igual ao produto das medidas | 
as de um 1]; 
ado e de 
a altura 


p-^ do P 


y - - 


nstração: 

7 astruindo uma das diagonais do paralelogramo s 

4 decompomos em dois triângulos congruentes 
ша base é а е a altura é h (basta escolher a dia- 

Ж conveniente). Então, sendo 5 а área do | 


gramo, temos: 


pemo 


paralel 0 


E - Área do Trapézio 
A área de um trapézio é o produto da média aritméti 
а : 
medida da altura. aritmética das medidas das bases pela 


b 


a 


triángulos de altu 
ras h relativas as bases a 
e ; УА 
А р. Sendo S а área do trapézio, temos: 
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\ | ER. 
Ду Area do Quadrilátero de diagonais perpendiculares 
área de um quadrilátero de diagonais perpendiculares é igual a metade do Prod 
das medidas das diagonais. Uto 
AC ШЕ 
5- ou 
2 
( AC=b e BD= a) | 
Demonstração: A diagonal BD decompõe o quadrilátero em dois triângulos оца ^ Not 
base é BD e a soma das alturas rela- > o reta 
tivas é AC. Então, sendo AC = b, m a 
BD = a e S a área do quadrilátero, 1 
temos: 
an am 
S= 2 <p === n 
_ EU 
a(n+m ab 
= ao ee => |) e 
2 2 
О — Area do Losango | 
Como o losango é um paralelogramo, a sua área é dada pelo produto das medidas de 
um lado e da altura relativa. E como o losango tem diagonais perpendiculares, a sua 
área é dada por metade do produto das diagonais. | Т 
D 
H 
( 


Obs.: 
1°) Como o quadrado também tem diagonais perpendiculares, a sua área também é dada 


por metade do produto das diagonais. 


f 


, Note 4 
retângu 


4 matemática - Vol. 6 | 
p Materna" 


p - 


отр а 


S=a? 


ab 


a) Qualquer А = -7 


ue a área do quadrilátero de diagonais perpendiculares é a metade da área do 
lo cujos lados passam pelos vértices e são paralelos às diagonais. 


H-Figuras Equivalentes 
Dizemos que duas figuras planas são equivalentes se elas têm a mesma área. 


H1 -Triângulos Equivalentes 

Como a área de um triángulo é dada pela metade do produto da base pela altura 
(significa um lado e a altura relativa a ele), se dois triângulos têm a mesma base e a 
mesma altura, então eles são equivalentes (têm a mesma área). 

Os triángulos sombreados abaixo são equivalentes. 


= 


| i n 3 
S= 6 ту sE] 
2 Om 


79) 2 
b) Losango А = Е с) Quadrado р = а 
^ 


S 
а а 


Se f м Я 
2 5 л . . 
ү m paralelas, todos os triângulos com bases BC coincidente, sobre s, e o 
ertice sobre r são equivalentes. 


c 
H2 — Paralelogramos Equivalentes que P 
Os paralelogramos sombreados abaixo são equivalentes. (Têm a mesma base e „ a a 
mesma altura). үс 
A > - UM 4 TP 
h q » N | A razí 
~ € h e 


a a а 


Seres são paralelas, todos os paralelogramos com lados BC coincidentes, sobre s, 


e O lado oposto sobre r sáo equivalentes. 
r 


B e 


H3 — Trapézios Equivalentes 2 - 
Os trapézios sombreados abaixo são equivalentes , " 


a a A 
A área de cada um deles é S = (a+b)h 
H4 - Polígonos com número diferente de lados 


As figuras seguintes mostra como obter um polígono de (n —1) lados equivalentes a 
um polígono de n lados. 


B С В С 


2 j os de ! Matemática — Vol. 6 
per 


(ABCDE) = (ABC P) pois 


t gntáo: 
(A BCDE) = (ABCD) + (EA D) 
Қ, la BCP) = (ABC D) + (PAD) е (EAD) = (PAD) 
ib forma, vemos que é possível obter um triângulo que ве) 


% ‚а а equivalente а qual- 
SS "a ә polígono dado. dU 
que : 


à Ж Razóes entre áreas 


1 Triângulos de mesma base 
a | A razão entre as áreas de dois triângulos que têm bases congruentes é igual a razão 


е turas. 
5 “Oh, entre as al 
| 
X) r 
> ah 
S 2 5 һ 
ES — = E => K— == == 
| 5 БШ БАКЫП 
Uu 2 
ір - Triângulos de mesma altura 
er A razão entre as áreas de dois triángulos de mesma altura é igual a razào entre as 
h bases. 


о | о 


Noi S S ah 
2 5 _а 
ã = 

Б С 

3 a a 2 


Obs.: Essas mesmas relações valem para paralelogramos. 


Exercícios 


alentes: 


644 


"^ 
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pem ше y 
645 Determinar a área do polígono nos casos: (Considere o metro (m) como a unidade da 0 
medidas indicadas nas figuras). 
a) Quadrado b) Retângulo c) Paralelogramo 
6 9) 
8 
10 < 
d) Paralelogramo e) Paralelogramo 
d) 
25 
6 46 Determine a área do triângulo nos casos: (unidade das medidas: m) ; 


7 10 © 
b) 
4 9 
, 
8 
e) f) g) 


242 = 


20 


A 13 
m) 
E 
10 6 8 


c 
o 
- 
© 
- 
a 
3 
Y 
- 
m 
o 
с 
“= 
с 
© 
жә 
о 
A 
— 
с 
o 
N 
“9 
С. 
= 
eS 
+ 
c 
e 
- 
> 
7 
- 
- 
ec 
— 
o 
— 
т 
M 
72) 
с 
o 
— 
q 
79 
т 
e 
o 
c 
= 
ss] 


Determine a área dos quadriláteros de diagonais perpendiculares nos casos: 


648 


c) Losango 


~ 
9) 
O 
of 
8 
Un | SA | 
© == 
Ej | 
a а Оез | EA. 
© І ! 1 
1 l l 
П ! ; 
No i ! 
ET) ! у i 
RE RA 
| ! | 
t А 1 | i 
П [] - i | 
! ! - ! i 
1 1 À ! ^ 
i і 1 i | N 
ә ЕЈ І | | i E 
OS x PERA NO n І i Н 
S O 1 1 i 
З z оет == ышы RE =ч ; 
ES “3 E 
сз 1 
Sy E i 
ғ Jada Di i 
ET че зыў жа CN SN 1 
el 


jo? pee 
” E e MÀ “ea ~va pO 


649 Determinar a área do políg 


ono nos casos (unidade das medidas: m): 


b) с) қ 
16: N20 
Аа 
E 12 10 
e) Losango f)Losango 
PA 8 
75 m "E 
g) Paralelogramo i) Paralelogramo 65 
"ke í 


8 


Determine a área do polígono nos casos (unidade das medidas: m): D 


650 


a) Trapézio 


15 14 79 
a a 
20 6 8 4 п 1 


b) Trapézio c) Trapézio isósceles 


е) 
12 
ET I 
6 51 Em cada caso é dada a área de um triángulo, determine as áreas pedidas. (Área do 


triángulo ABC = (ABC)). As retas r e s sáo paralelas. 


de Matemática — Vol. 6 — 
peut = 


25mº, (РВС) e (ОВС) b) (ABC) = 41m, 
Q 


13) 


и 


= 
som, (РВС), (ОВО), (PBD) e (RBD) 


А В ж 
o) (ABC ) 
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654 Em cada caso é dada a área do polígono. Determine o valor de x (Unidade das medi. 
das: m): 5 
a) Quadrado (121m?) b) Quadrado(128m?) c) Retângulo (36m) 


x+2 
X X 
x+7 


f) Trapézio (120m”) 


d) Retângulo (60m?) e) Paralelogramo (88m) 
E x-2 
x+2 x+2 2X 
Determine o valor de x nos casos: 
655 
a) b) Paralelogramo 
24 
a 
18 
656 Em cada caso é dada a área do polígono. Determine as incógnitas: 
a) Triángulo (216m?) b) Paralelogramo (72m?) 
y 
24 9 6 
%; 
a X 
36 


6 57 Qual a área de um quadrado: 
a) cujo lado mede 13m? Б) cuja diagonal mede 16m? с) cujo perímetro é de 56m? 


6 5 8 Qual a área de um retángulo: 


a) cujos lados medem 9m e 12m b) cujo perímetro é de 44m e um lado mede 5m? 
c) cujo perímetro é de 36m e um lado é o dobro do outro? 
d) cujo perímetro é de 42m e um lado excede o outro em 3m? 


grercicios de menos эө  _ 
A „ш 291 


Resolver: 


nto mede O lado de um quadrado que tem 81122? 
a diagonal de um quadrado que tem 50122 
a altura de um quadrado que tem 64m?? 


a Qua >de 
Quanto mede 
anto mede 


с) Quê â $ de | 
) A área de um retângulo é de 72m” e um lado excede o outro em 6m. Determ; 
| é | ] ; е 5 
| онам pe retângulo é de 144m” е a razão entre os lados é 1:9. Det rmine os lados. 
| | ermine as alturas desse 
retânguio. | 
TAM 
5 0 Resolver: 
\ ty у Um retángulo de 26m de perímetro tem 401”. Quanto mede os seus lados? 
a қ | E | 
| p) Um lado e a altura relativa а ele, de um triângulo medem, respectivamente 12m e 9m. Se um 
| 


lado mede 10m, quanto mede a altura relativa a ele? 
ia de um trapézio mede 15m e a sua altura 8m. Determine a sua área. 
Itura relativa a ele, de um paralelogramo medem, respectivamente 10m e 12m. Se 


ошто 
méd 
с) A base 


d) Um lado e a a 
a outra altura mede 8m, qual é o seu perímetro? 
e) Os lados de um paralelogramo de 288m? medem 24m e 18m. Quanto medem as suas alturas? 


f) As alturas de um paralelogramo de 432m* medem 12m e 18m. Qual é o seu perímetro? 


Sendo k a área do triángulo ABC, determine a área da região sombreada sabendo que 


661 os pontos assinalados sobre os lados os dividem em partes iguais. 
A А А 
mee 
j b 9 
В С В С В e 


662 Mostre que: 
dois triángulos de áreas iguais. 


a) Uma mediana de um triángulo determina nele 
b) As diagonais de um paralelogramo (entáo também do retángulo, losango e quadrado) determina 


nele quatro triángulos de áreas iguais. 


c) As medianas de um triângulo determina nele 6 triângulos de áreas iguais. 


663 A área do triângulo ABC é k os pontos sobre os lados os д 
dividem em três partes iguais. Determine a área do triân- 


| gulo sombreado. 


Exercícios de Matemática _ Voy 
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Exercícios de Fixação 


{ id: didas: m) 
Determinar as áreas dos polígonos (unidades das me 


Paralelogram 
a) Quadrado b) Retángulo c) Paralelogramo d) Paralelogramo 


8 


€) Losango f) Losango 


j) Trapézio 


Determine a área do triángulo nos casos: 


ESSA 


PESTE =» 


A área do polígono é dada em cada caso, determinar x. 


666 


a) Quadrado (36m?) b) Retângulo (24m?) 


х+2 


matemática — Vol. 6 


(18m?) d)P 


aralelogramo (32m?) 


e] TUM ИЕ ӘР: NS —— 
x+4 | 
f) Trapézio (15m?) 


Ta 
ЖІ P 3 X x 
j j) Pa ralelogramo (24m?) k) Quadrado e Trapézio (Trapézio: 30m?) 


гл 


|) Trapézio (grande: р т) Paralelogramo 


2x 
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667 Resolver os problemas: 


a) Determinar a área de um retângulo de 24m de perímetro se a sua base ё O dobro da altura, 
b) Determinar a área de um retângulo de perímetro 40m se uma dimensão excede a outra em 4m 


c) A área de um retângulo é de 54m? e uma dimensão é igual a 2 da outra. Determinar as dimensões 


d) A área de um retângulo 6 30m? e o seu perímetro 22m. Determinar as dimensões. 
e) Uma diagonal de um losango é o dobro da outra. Determíne-as se a area do losango é de Nm? 
E EE 


668 Determine a área do quadrado. 


b) Inscrito em um círculo de 12m de raio? 


a) Circunscrito a um círculo de 8m de raio. | A D 
d) Inscrito em uma circunferência de 1271s. 


C) Circunscrito a uma circunferência de 18110. 


669 Resolver: 


a) Determine a diagonal de um quadrado cuja área é de 200m". 
b) Determine a diagonal de um quadrado cujo lado mede 5m. 
c) Determine o lado de um quadrado cuja diagonal mede 30m. 


а on 
670 Resolver: 


a) O perímetro de um trapézio é de 56m e os lados oblíquos ás bases medem 10m e 17m. Determi- 
nar a área deste trapézio se sua altura mede 8m. 

b) Um retângulo e um quadrado são equivalentes. Se a base do retângulo excede o lado do quadrado 
em 4m e este excede a altura do retângulo em 3m. Determinar as áreas destes polígonos. 

c) Determinar o lado de um quadrado sabendo que aumentando o seu lado em 3m, a sua área 


>» 


aumenta 39m?. 
d) Determinar a área do A АВС, dados А(5,2), B(8,5) e A21- 
e) Determinar a área do quadrilátero ABCD dados A(2,3), B(4,7), C(8,5) e D(6,2). 


671 Resolver: 


a) Um retângulo tem 28m de perímetro e a razão entre os lados é 2:5. Determine a sua área. 
b) Um retângulo tem 120m?. Um lado excede o outro em 7m. Determine o seu perímetro. 
с) Um retângulo tem 60m de perímetro e 221m". Determine seus lados. 

d) A razão entre as diagonais de um losango de 108m? 6 2:3. Determine as diagonais. 


inscrita mede 2m. Qual a área desse trapézio? 


partes iguais. Determine a área da região sombreada. 
a) Trapézio b) Trapézio 


e) Os lados oblíquos de um trapézio circunscritível medem 7m е 11m e o raio da circunferência 


672 A área de cada quadrilátero é k e os pontos assinalados sobre os lados os dividem em 


1 


xere 


Y " cios de Matemática — Vol. 6 205 
Е 


Ио а) Paralelogramo 


lelog 
шы 


3 Exercícios Suplementares 


Se os raios dos círculos medem 4m. Determine a área do retángulo nos casos: 


Determine О comprimento da circunferência nos casos: 


674 a) Inscrita em um quadrado de 256mº. b) Circunscrita a um quadrado de 72m. 
SN 7 5 Seja P um ponto interno de um triángulo equilátero. Mostre que a soma das distáncias 
6 entre P e os lados do triángulo é igual a altura do triángulo. 
7 
Ud 
“ы 676 Determine а área do triângulo sombreado em função da área k do triângulo ABC nos 
do casos a seguir, sabendo que os pontos assinalados em cada lado o dividem em partes 
Қы iguais C 
2 3 
XI 4 - A É Бе: А 
pe 


677 Determine a área da região sombreada em função da área k do paralelogramo ABCD 
nos casos a seguir, sabendo que os pontos assinalados sobre cada lado o dividem em 


partes mE medidas iguais. 


ÁA V 


haz 678 Em cada caso é dada a área do polígono. Determine x. 


Ба: b) 132 m 
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A 
т В 
акр A Na figura, ABCD é um paralelogramo de área S e M é o 5-4 
É O médio de CD. Determine a área da região sombreada em função de 
E D M © 


680 


Se a área do triângulo ABC é К е os pontos assinalados o 
5 гіа S ори | ; O 
| cada lado о dividem em partes iguais, determine а area 
triángulo sombreado em função de k. 


- 681 Se os pontos R, S, T, U, V e X dividem AB, BC e AC, ЖЗА сі 
tivamente, em três partes iguais, determine a área do triângulo sombreado 
em função da área k do triângulo ABC. 


Como mostra o desenho, o triângulo ABC está dividido em 
seis triângulos. O número indicado no interior de quatro deles expressa a sua 


área. Determine a área do triângulo ABC. Са, 


В 


1 


> Teorema 
EN de Pitágoras 
\ 


o Teor ema 
do O triângulo retângulo a área do quadrado construido sob 
usa e 


‚ das áreas dos quadrados construídos sobre os 


е" 


¡gual a some 


\ catetos- 
| ма figura ao lado construímos o triângulo retângulo mais 
vy H “ — 
\ famoso, o 3, 4, 5. Note que de fato se somarmos os 9 
Є . 2 : 
а quadradinhos obtidos sobre um cateto com os 16 obtidos 
outro, obtemos 25 “quadradinhos” que é o número 


N 
C 
5 sobre O 
de quadradinhos obtidos sobre a hipotenusa. 


Recordemos: iow ў РӘ 


hipotenusa 


ciados: “Em todo triângulo retângulo o quadrado da 


Qutros enun 
al a soma dos quadrados das medidas 


medida da hipotenusa é igu 


dos catetos”. 
«0 quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos 


catetos.” 


Em 1940 saiu а segunda edição do livro “The Pythogorean Proposition” de Elisha 
Scott Loomis, professor de matemática de Cleveland, Ohio (USA), no qual são apre- 
sentadas 370 demonstrações do Teorema de Pitágoras (o mais famoso teorema da 


matemática). 
Antes de darmos algumas demonstrações por equivalência de 
áreas, olhe os exemplos: 

Шо retângulo isósceles 6 


1º) Note que quando ele for triâng 
fácil verificar que o quadrado construído sobre à 


equivalente a união dos outros dois. 


b a 
Note então que: 


o lado mede (b + с) е tras 
tra a figura. 


hipotenusa é 


ar as hipotenusas dos 


. b 
) Vamos construir um quadrado си) 
triângulos retângulos com catetos В e €, como mos 


ы > 


298 AA 
Ni " Exercícios de Matemática — Vol е 
>< 


; 5 y” (ү 
Note que o quadrilá | ТА 
гПа ; Ж 
a end x ШІ tero obtido é um losango (os lados são D» c | PM 
E sas E triângulos retângulos congruentes). | ) y T 
NM a Sp são complementares (são ângulos agudos de um с Ж 
guio retângulo), obtemos que x é reto. Então o quadrilá- 2 + А 
(его obtido é retângulo. 
O quadrilátero obtido é losango e retângulo, então ele é qua- ES с 
drado. b e E 
Considere um triángulo retángulo de catetos b e c e hipotenusa fo AD pi 
a. Note, nas figuras abaixo, que o quadrado com lado (b + c) é a soma de um quadra- 2. 


do de lado a com 4 triángulos retângulos e que o mesmo quadrado é a soma de um д? 
quadrado de lado b, com outro de lado с e com 4 triângulos retângulos. 


с b с b 
с 
с с 
с 
p 
b с С b 
Note então que a área do quadrado de lado a é igual a soma das áreas dos quadrados 
de lado b e c. 
Isto ё: а? = Б? + c? 


3º) Nas figuras abaixo também é fácil justificar que a área sombreada na primeira 
figura (soma dos quadrados dos catetos) é igual a área sombreada na segunda figura 


(o quadrado da hipotenusa). 


Ё ait | 


В – Demonstrações 


“Em todo triângulo retângulo, o quadrado da medida da hipotenusa é igual a soma 
dos quadrados das medidas dos catetos”. 


b a 
с 


Apresentaremos а seguir duas demonstrações: 


Ше, 
| ілу; 


4 afcícios de Matemática — Vol. 6 
j e —— 299 
Е pemonstração: Vamos construir um quadrado cujo lad 
nede (b + с), ENS OMA dos catetos. Lembrando que a área E 
б triângulo retângulo é metade do produto dos catetos е que 
a de um quadrado é o quadrado da medida do lado temos: 


bc 
a +4 2 


O ES 
а a 


І 
ul 
a áre 
= (b + с)? = 


y pemonstração: Vamos construir os quadrados em questão e depois basta mostr 
ar 


. сс“ >> м . 
as regiões igualmente” sombreadas são equivalentes (Têm a mesma área) 
I 


q ue 


Note que os triângulos ACD e FCB são congruentes (LAL) 
Ecomo o triángulo ACD é equivalente a JCD (mesma base e mesma altura), obtemos 
que ACD equivale a metade do retângulo CJKD. Do mesmo modo, o triângulo FCB 
é equivalente a FCA (mesma base e mesma altura), obtemos que FCB equivale a 
metade do quadrado ACFG. (Veja as figuras seguintes). 


D E 

Desta forma obtemos que a metade do retângulo é equivalente a metade do quadrado. 
Então o quadrado ACFG é equivalente ao retângulo ЖОС. 

Analogamente provamos que o quadrado ABHI é equivalente ao retângulo /ВЕК. 
Isto é: O quadrado construído sobre a hipotenusa, que é a soma dos dois retângu- 
los, é equivalente a soma dos dois quadrados construido sobre os catetos. Então: 


(С 
300 Ж 
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C - Recíproco do Teorema de Pitágoras 


Teorema: 1а 
poe Se num triángulo o quadrado da medida de um lado for igual a soma dos 
quadrados das medidas dos outros dois, então ele é um triângulo retângulo. 


A 
b С A 
C à B 
Demonstração: Vamos considerar um triângulo retângulo A! 
A'B'C' com catetos A'C' - b e A'B'=ce seja x a medida da з aes tn 
hipotenusa B'C'. тес! 
De acordo com o teorema de Pitágoras, temos: E х “в 


х? = b? + с?, Е como a? = b? + e? (hipótese) obtemos que: 
ста” > 
Se x = a, os triângulos ABC e A'B'C' são congruentes pelo caso LLL. Como esses 
triângulos são congruentes, obtemos que A = A”, isto é: À é reto. 
Então: ABC é triângulo retângulo. 


D — Aplicações do Pitágoras 


D1 — Diagonal de um quadrado 
А diagonal d de um quadrado de lado а é dada por: 


Basta aplicarmos o teorema de Pitágoras no triângulo re- 
ângulo determinado: a a 


а? =а?+а? > 1? = 2а? > [d=av2 | 


- Altura de um triângulo equilátero 
A altura h de um triângulo equilátero de lado a é dada 


h = — 
2 а а а 


Lembrando que a altura de um triângulo equilátero é tam- 
bém mediana e aplicando o teorema de Pitágoras no tri- а a a 


angulo retángulo determinado: | 2 2 | 2 
a 


2 2 
a 
к+[3) =а? > ES > 4h +а? = 4а? > 4h? 233? + 


D3 - Hipotenusa de um triângulo retângulo isósceles 


ч jos de matemática — Vol. 6 К а 
h, à get" AN ы 
Su, fica ndo Pitágoras temos: 
EM АР se 
à PAIDE pA O AS 
gal а diagonal do quadrado) А 
T ilá qr AS 
É! “área de triângulo equilátero TEA 


ea de um tri ângulo equilátero de lado é dada por: 
ire 


Área de hexágono regular 
brando que a área do hexágono regular é igual a área 
s equiláteros temos: 
2 
a^43 : 
| diee 343 a 
4 


2 


p5- 
Lem 
de 6 triângulo 


1 


Não é para memorizar esta relação. Basta saber que o 
hexágono é formado por 6 triângulos equiláteros. 


4 E - Triângulos Pitagóricos 


y Triângulos Pitagóricos são triângulos retângulos cujas medidas dos lados são expres- 


sas por números inteiros. 
De acordo com o recíproco do teorema de Pitágoras, podemos afirmar que são triân- 


E. retângulos os da tabela: 


EAT 
ЕГЕН (Sk)? = (3k) +(4k) <> 25K? = 9k +16k? 


132-82-22 <> 1697-25 AN 


LT nos sugere como a à partir de um triángulo retángulo, podemos obter outro 
“Sta multiplicar os lados por uma constante). 
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Para “descobrirmos” 
2 EN a 2 212 2 x 

(x? + y) (X^ - у2)2 + (2xy) 2 = b? + c?, que é a expressão do 
Fazendo: x2 + y? = а - у? —be2xy = c. obtemos: a= 
teorema de Pitágoras. | itivos, com x maior que y, obte- 
Então, substituindo x e y, por números inteiros posi a Pitágoras, logo são medidas 
mos valores para a, b e с, que satisfazem o teorema 
dos lados de um triângulo retângulo. 
Vejamos alguns exemplos: 


“triângulos pita 


góricos, vejamos a identidade: 
CX 2X! уа 4 


ху — 


iâ ão é ante aos ante- 
Cada linha sombreada apresenta um triângulo novo (que não é semelh 
riores). 


ўр, 
li 
N 
Na de matemática — Vol. 6 
S No (105 
q ) рё IE, a ва 
% f xercícios 
0% a 
0 du, Y Escrever a expressáo do teorema de Pitágoras nos casos: 
% y 0 
“0 
% hi 
UN 
\ 


Escrever as expressões do teorema de Pitágoras nos casos: 
b) Retângulo 
a 
d 
| p 
b r . 
e) Trapézio 


a D 


Determine o valor de x nos casos: 


685 , 
X X 
PANA 
| 8 15 
| 12 X 9 X 4 X X 
e) f) DA N A >: 
13 15 6 


Determine x nos casos: 
686 


x+1 X 


> 
оо 
сл 


x+4 


4 Í 
á ж 2 
* Exercícios de Matemática — - Vol is | 


лах д : aea J 2? 
Р 15 
687 z P 
е 
P 
| 


Determine x: 


x ; > are) 
a) / 
£ 25 


Determine as incógnitas, nos casos: 


688 


y X 
6 y 5 
y х-5 
ауз 2/6 b) c) d 
x+4 
4 6 


6 89 Determine x nos casos: 


a) Quadrado b) Quadrado c) Retángulo 
> & | == 
6 
d) Retângulo f) 
9 
5 X 
12 
X 


690 Determine x 


15 
20 
a) 
24 


s de Matemática — Vol. 6 
cio. 


pert? 
Determine à incógnita: 


b) Tr: ернар с) Paralelogramo 


| El 
22 E. 12 
5 е) Тг О Те f) Triângulo equilátero 


15 
n 4) Los: ango 
к : Ж | 
ү X 


1 
69 iO isósceles 


регі 
а) Tra 25 
_ A 


B — 


Determine x: 


ы 692 


V a) Trapézio b) Paralelogramo c) Losango 
| 4 12 
E] 
[:] 

4 10 | X 
d) Isósceles e) Equilátero f) Retângulo 

х+] X 

X X 
a x+4 

693 Determine x nos casos: 


\ 


22 E 
Ж 2 d 
16 4 
24 
É X 9 
9 Ж е) : f) 15 
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k à 
694 Determine x nos casos: 
70 
а) E 5 A Ж” 
ү = >> M 
je ry E 69º 
/ 16 9 
с) АВ = 18 
12 
2) | 
2) 


Determine а altura h indicada em cada triângulo, nos casos. 


10 

2423 8 % 
b) 

13 2:23 

Determine a altura dos trapézios 
10 
10 15 15 
b) 
11 28 9 


698 Determine a área do quadrilátero nos casos (unidade das medidas: m): 
a) Retángulo b) Paralelogramo c) Trapézio retângulo 
30 


25 


5 12 45 
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y IS 


e) Losango f) 
у Trapézio retáng 
| E Бі. gulo 


Bo ri “AS 5 
желе” р 
d) frap? 17 E 2. T~ 
20 Lr K ў MR 
24 > l Ww 
E d i 6 VANIR 


? m 0 
10 


8 
Eq 0 Determine а área do triângulo dado o seu perímetro 2p nos casos: 
b) Isósceles (2p = 54m) c) Equilátero (2p = 36m) 


np = 40m 
t 
N 


a) N 
а pe 
24 


f) Isósceles (2р = 28m) 


4) Isósceles (2p 64m) e)2p= 60m 


E Ls 


a área do trapézio nos casos: 


7 0 4 Determine 


a) Isósceles (2р = 64m) 
sm ара. 
26 33 


Determine а área do polígono nos casos. 


b) Retângulo (2р = 78m) 


702 


. a) Triángulo b) Trapézio 


5 
13 


de 


4 E 
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qu 


703 Determine o raio do círculo nos casos: 29 


а) b) 
70 4 Resolver: A 
a) Determinar a diagonal de um retângulo cuja base mede 16m e o perímetro é de 72m. 1A E 
b) Determinar o lado de um losango cujas diagonais medem 30m е 40m. 
c) Determinar a altura relativa à base de um triângulo isósceles cuja base mede 24m е о perímetro D Qu 
é de 60m. | | А o 
d) Determinar a altura de um trapézio isósceles cujas bases medem 11m e 19m e o perímetro é de 42m Q 
e) Determinar a altura de um trapézio retângulo cujas bases medem Am e 25m e o perímetro é de 78m. ч Q 
VO == 
70 5 Determinar a diagonal de um quadrado: 4 
c) cuja diferenca entre ela e o lado é 2m. 


a) cujo lado mede 5m. b) cujo perímetro é de 40m. 
| 706 Determinar a altura de um triângulo equilátero: 2 
| | a) cujo lado mede 6m. b) cujo perímetro é de 36m. c) cujo lado а excede em 2m. 
ІІІ | 707 Resolver: m 


a) Determinar o lado de um 
b) Determinar o perímetro d 
c) Quanto mede o lado de um triángu 
d) Determinar o perímetro de um triángulo equ 


quadrado cuja diagonal mede 8m. | 
e um quadrado cuja diagonal mede 16. | 
lo equilátero cuja altura mede 443 m. 
ilátero cuja altura mede 12m. 


708 Determinar a diagonal de um quadrado dado o lado, nos casos: 
(Lembre-se: A diagonal d de um quadrado de lado a é dada por d = aJ2. ). 


a) 6m b) 8m c) М2 m d) 5/2m е) 343 m f) aJ 2 


709 Determine a altura de um triángulo equilátero dado o lado, nos casos: B 
(Lembre-se: A altura h de um triângulo equilátero de lado a é dada por h = ae 
2 


a)l0m b)7m Ә18а  d)6/3m 66/2» 243a 


710 | ; 
Lembrando que a área de um triângulo equilátero de lado a é dada por S= eh 
determine a área do triângulo equilátero dado o lado nos casos: 


a4m Ы1жт  cl&m d) 83m  e)2a 


ГА? Matemática — Vol. 6 
/сі05 (TA — 


área do hexágono regular dado o lado nos casos: 


Determine à 
d) К m 


71 1 a) 4m b) 6m c) 8m 


Determine O lado do quadrado dada a diagonal nos casos: 


j КЕ? 0-2 >» 92 c) 18 d) 24 e) 30 


sine о lado do triángulo equilátero dada a altura, nos casos: 


Deter 


ИЗ 50:5 ът 98 d) 12 


área do triángulo equilátero, nos casos: 
c) УЗ m? d) 343 m? 


Determine o lado dada a 


714 a) 2545 m? b) 644/3 m? 


Resolver: 


715 


a) Qual 
p) Qual a altura de um triângulo equilátero de 4843 m?? 
с) Qual a área de um triângulo equilátero cuja altura mede 12m? 


4) Qual a altura de um triângulo equilátero cuja área é de 343 m?? 


a área de um triángulo equilátero cuja altura mede 943 m? 


71 6 Resolver: 


a) Se aumentarmos a diagonal de um quadrado em 6m, a sua área aumenta 66m?. Quanto mede o 


Mm lado desse quadrado? 
a b) Se aumentarmos à altura de um triângulo equilátero em 6m, a sua área aumenta 6845 m?. Quan- 
to mede a sua altura? 


нее” 2 2. кентке 


71 7 Determinar a área do polígono nos casos: 


a) Triângulo isósceles cujo perímetro é de 48m e a altura relativa à base mede 12m. 
b) Trapézio isósceles cujas bases medem 2m e 20m e cujo perímetro é de 104m. 
c) Trapézio retângulo cujas bases medem 5m e 35m e cujo perímetro é de 90m. 


a 718 Determine a área de um triângulo cujos lados medem 
a)17m, 15m e 8m b)9m,40 e 41m c)10m, 12m e 14m 


2212020 A A AAPP а 
71 9 As bases de um trapézio, cujos ángulos da base maior sáo agudos, medem 4m e 20m 
e os lados oblíquos 9m e 15m. Determine a área desse trapézio. 


720 Resolver: 


á SHE: a área de um triángulo retângulo sabendo que dois lados medem 6m e 8m. 
ermine a área de um trapézio retângulo cujos lados medem 3m, 5m, 5m e 9m. 

| Determine а área de um trapézio retângulo cujos lados medem 2m, 4m, 5m e 5m. 

) Um calculista mediu três lados (o lado perpendicular as bases não foi medido) de um trapézi 
retângulo e obteve as medidas: 2m, 5m e 6m. E em seguida calculou a área desse trapézio diem 


a área encontrada? 
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Exercícios de Fixação " 


721 Determine o valor de x nos casos: 
| 5 
3 4 Г 13 4 d | 6 
a) / b) c) | d) j — 2а 
Б ; X 3 EAM. 12 
722 Determine x em fungáo de a nos casos: 
6 
| a) / 
a) 


Determine x nos casos: 


Eon 


Determine x nos casos: 


( 
2/5 
бо 
A y oe 


725 Determine x nos casos: 


a)Triângulo isósceles b) Triángulo equilátero 


15 15 
10 
—. ——— 
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сі ES 


ШИИ 


Determine o valor de х nos casos: 


A rulo 
сіапе 
2) К 


b) Quadrado 


X^ 


12 DT. 


==, 12 


Determine o valor de x nos trapézios retângulos: 


8 P 
5 3 
b) 
X 
17, X 
X 
X x+8 8 
и É Ж 
32 


Determine o valor de x nos losangos: 


Determine o valor de x nos paralelogramos: 


10 


312 
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731 


Determine E 
etermine a altura do trapézio de bases 10 e 20 da figura: 10 


20 N 


732 Determine o valor de x nos casos: 


X 
b) DE 
ХӘ 
10 
5 
225 
d) 
> 
5 


733 Determine o valor de x nos casos: 


X 
М 8 
y » c) 
bou m 


Determine o raio do círculo nos casos: 


734 


18 


2 T \ 9) 24 


X 


b)um cateto de 8m e hipotenusa de 44/13 


313 
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porco 
Determine o raio do círculo nas figuras: 
TESTA > bases 10m e 15m t = 
52710 retângulo de bases 1( 0) AH = 25m e BC = - 
S Ea 30m e AB — AC 


a) Trape 


Determine o valor de x nos casos: 


q 
X 
| b) AN 
ПЕ IATA 7 
Determine o raio do círculo, nos casos, se o triângulo retângulo possui: 


a)Catetos de 6m e 8m 


Resolver os problemas: 


739 


E - 4) Determinar a diagonal de um quadrado de perímetro 20m. 
b) Determinar a diagonal de um retángulo de perímetro 20m e base 6m. 

c) O perímetro de um losango é 52m e uma diagonal mede 10m. Determinar a outra diagonal. 

d) As bases de um trapézio isósceles medem 2m e 18m e o perímetro 40m. Determinar a altura. 


e) As bases de um trapézio retângulo medem 3m e 8m e o lado oblíquo 13m. Determinar a altura 


do trapézio. 


740 Resolver os problemas. 


à) Determinar a altura de um triángulo equilátero de perímetro 24m. 
b) Determinar a altura relativa a base de um triángulo isósceles de base 12m e perímetro 32m.. 


с) Determinar o perímetro de um triángulo equilátero de altura 6m. 
d) Determinar o perímetro de um triángulo isósceles de base 14m e altura relativa a ela 24m. 


€) O perímetro de um triângulo isósceles é de 18m e a altura relativa à base mede 3m. Determinar a base 


f) Determinar a menor altura de um triângulo cujos lados medem 4m, 5m e 6m. 
B) Determinar a altura não relativa a base de um triángulo isósceles de lados 10m, 10m e 12m. 


314 
== 


= | Р — Exercícios de Matemática V 


7 Determine a 4 j 
41 nine a área do triângulo nos с 1808 


a) Isósceles (Әр = 28m) 


b)Isósceles (2p = 100m) с) 
8 E М a 


d) Isósceles 


e) f) 
12 E] = a 
742 Determine a área dos quadriláteros 
a) Trap. E (2p = 34m) b) 2p = 70m 
"RN pe 
14 
c) о А (2р = 64m) а) Шара 
ТА” 
12 
743 Determine а área dos quadriláteros: 
15 
443 
20 
3 
a) 7 b) 


543 


7 4 4 Determine o raio do círculo sabendo que AB = 16 e PM = 4, 
sendo M o ponto médio de AB. 


315 
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perl 
e 15m. Determine a 


As bases de um trapézio retângulo circunscritível med 1 
em 10т 


745 área desse trapézio. 


Determine a altura relativa a hipotenusa do trií ángulo retó ingul 
angulo, nos cas 
OS: 


nane І 5 

4 ¡EN | S 
N 
4 

; Determine a mediana relativa ao lado BC do triángulo ABC nos casos: 


A. 


47 


A. 
A. 
20 20 З 10 24 6 Sa |41 
a) ) c) se 
B N 
B 1 С C B 14 С 


Um hexágono convexo é equiângulo e os seus lados medem 4m, 6m e 8m, sendo que 
lados opostos são congruentes. Determine a área desse hexágono. 


748 


A base menor e o lado oblíquo às bases de um trapézio retângulo medem, respectiva- 
mente, 6m е 5m. Sendo de 24m o seu perímetro, qual é a sua área? 


749 


Exercícios Suplementares 


Determine o valor de x nos casos: 


SS 
ГЕ » o A) 
40 24 


unferência menor em função do raio R da circunferência 


ЖА 


Determine o raio da circ 


751 maior: 


A 
Өч 


316 
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R 
2 d) R 
R 
752 Os cinco círculos da figura têm raios iguais е o quadrilátero é um < 


quadrado de lado a. Determine о raio em função de a. 


753 Na figura temos um setor de 90º de raio R. Determine o raio do 
círculo menor em função de R. 


Os segmentos РА e PB formam ângulos de 45º com 0 diâmetro. s — B 
Se AB - 12m determine o raio do círculo. EL 


Determinar a área do polígono nos casos (unidade das medidas: metro): 


b)Retângulo c)Paralelogramo 
п 
8 4 6 
10 10 8 8 6 3/5 

d) e) f 

п 
12 8 | 4. 
g) h)Trapézio ш, 
10 10 
ІІ 13 13 


18 20 
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ícios de 


Determinar a área de u a 
€ m tri \ — 
756 riángulo equilátero de: 
jado ^ b)altura h c)perímetro 2p 
atá - 
7 Resolver os problemas: E 
а de retângulo mede é rs 
A altura de um gulo mede 8m, a diagonal excede a base em 2 
a) ' "età А as m 
: metr e um retang 5 de | m. D с 
y) O perímetro 6 ângulo é de 30m e a diagonal mede 55 m., D “terminar a diagonal 
. c : Е . 
retângulo. terminar os lados dest 
> ` A ste 
.a relz 7 с 2 72 
A altura relativa à base de um triángulo isósceles excede a base em 2 
perímetro é de Зот, m. Determinar a base se 
se o 
Resolver: 


758 


, шп 
a Cada 
base sea a 


p) A diferenga € 
s diagonais deste losango. 
trapézio retângulo medem 3m e 9m e o seu perímetro é de 30m. Determinar 

_ а 


ados con 1 1SG m 
a 


Itura relativa a ela é de 12m. 
ntre as medidas das diagonais de um losango de 68m de perímetro é 14m. Determi 
- Determi- 


nar à 
c) А8 bases de um 
altura. 


SS 759 Resolver: 


1 
Y a) Determinar a area de um triângulo isósceles de perímetro 36m se a altura relativa a base mede 


12m. 
b) Determin 
c) AS bases 


BN 
A esolver: 
= 760 Resolver: 


a) A altura de u 


nar a área desse trapézio. 
b) As bases de um trapézio medem 4m е 25m e os lados oblíquos medem 10m e 17m. Determinar 


a área desse trapézio. 
c) De um losango sabemos q 


em 2m. Determinar a área desse losango. 
761 Resolver: 


a) A diagonal de um trapézio isósceles é bissetriz do ângulo d 
( 710 mede 34/5 m e o perímetro 48m, determinar a área desse trap 
) Um lado de um quadrado é corda de uma circunferéncia e o lado op 


j E a área do quadrado sendo 10m o raio do círculo. 
iagonal maior de um trapézio retângulo é bissetriz do ângulo agudo. Se a altura e a base maior 


me A [4 [3 
dem 5m e 25m, determinar a área desse trapézio. 


ar a área de um retángulo de diagonal 15m e perímetro 42m. 
de um trapézio retângulo medem 3m e 18m e o perímetro 46m. Determinar a área 


m trapézio isósceles mede NG m, a base maior 14m e o perimetro 34m. Determi- 


ue uma diagonal excede a outra em 4m que por sua vez excede o lado 


a base maior. Se a altura desse trapé- 
ézio. 
osto é tangente a ela. Deter- 
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қ Vo ( 
AA 01, Y, ¡> 
762 Resolver: Es ы 6 CM 
a Es 0 
) А base de um triángulo isé Mas; е 
quanto mede a " gulo isósceles excede a altura em 10m. Se a área desse triángulo « m 
саа ~ Қа palat y VA A 
b) Uma ое tura não relativa à base desse triângulo. к Yon | 
бау gonal de um losango mede 40m е a sua altura 24m. Determinar a área desse losa 2 qnt 
AS 1edianas relati " 2 mE запо 
mas relativas aos catetos de um triângulo retângulo medem 2473 m e 4413 x DE p 
minar a área desse triángulo ter. Es 
A Хе 
763 Resolver: a d? eg 
5 Шы. 
а ; 2 | 
H aa a menor altura e a área de um triangulo de lados 5m, 2 5m e s 29 É 
S M А е sapatos É j e. Se o ponto de до © 
e um triângulo retângulo e a circunferência inscrita da s de ДЕ е 6m 42 Шасо entro, | pa" 
ipotenusa e a circunferência determina na hipotenusa segmentos > CELA бе | АР | 
do triângulo. > ( 
| к. 
764 Resolver: | е \Р 
| 
di 15 - 
а) А altura relativa à base de um triângulo isósceles mede 9m e uma mediana — m. Determinar à в 
área desse triângulo. се 
b) Dois lados de um triângulo medem 6m e gm e as medianas relativas à esses lados são perpeng | Ў 
culares. Determinar a área desse triângulo. : 
c) As medianas relativas aos lados congruentes de um triángulo isósceles medem 15m cada uma а 
5 o . ` [а А 5 2 > 
Determinar a mediana relativa à base se a área do triângulo é de 144m”. 
л 


d) A hipotenusa de um triângulo retângulo mede 24m e uma mediana relativa a um cateto é perpe E 
N- 


dicular à mediana relativa à hipotenusa. Determinar a área desse triângulo. 


76 5 Resolver: 


a) Determinar as diagonais de um trapézio retângulo de bases 2m e 8m e lado oblíquo 6/2 m 
b) Determinar as diagonais de um trapézio isósceles de bases 5m e 11m e lado oblíquo 345 a 
c) Determinar as diagonais de um trapézio de bases 3m e 12m e lados oblíquos 6m e 345 m | 


As medianas de um triángulo medem 9m, 12m e 15m. Determinar a área desse trián 


766 gulo. | 


ООШ 2  ——— 
Os lados de um па y i i 

767 um triângulo medem 5m, 9m e 2413 m. Determine as projeções ortogonais | 

dos lados menores sobre o maior. | 


Os] í у ams 
768 . Free Dian ш de um trapézio medem 10m e 17m е as bases medem 21 | 
ine as projeções ortogonais dos outros lados sobre a base maior. | 


o Y 
NE cão correspondentes: 
(AB e DE) (AC e DF) 


E | 
Podemos também escrever à 


ЕЗ 


А g - Teorema de Tales 


Op | 
È Se um feixe de ret 


№ АВ _ AB 


l Sendo BB' paralela a CC', queremos provar que 


Teorema de Tales 


\ д 
| A- Introducao 
vixe de retas paralelas (as retas sáo paralelas entre sj 
; е 51) que cort: 
am duas 


conside Г 
ansversals. | | 
А је transversais com extremidades nas mes- 


ementos € 


à Os se 
M хо chamados correspondentes. 


e (BC e EF) 


as paralelas interceptam duas transversais, então a razão entre dois 
segmentos determinados em uma delas é igual a razão entre os segmentos correspon- 
c - 


dentes determinados na outra. 


pc ВС 
razáo entre correspondentes; 


AB ВС AC 
АВ BC АС 
meiro provar o caso em que às transversais se 


Vamos pri 
cortam sobre uma das paralelas. 


AB AB! 
BC ВС 
Usaremos na demonstração que (ABC) é a área do triângu- 
lo ABC. Vamos também usar que triângulos com a mesma 
base е altura são equivalentes e que a razão entre as áreas de 
triângulos com mesma altura é igual a razão entre as bases. 


НЕ que (BB’C) = (ВВ”С”), têm mesma base e mesma al- 
ra. 
a 


(2 “A 9 A 
| omo os triângulos AB'B е ВВ”С têm a mesma altura, po- 
emos escrever: 


BE ж 
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(AB'B) AB 
(BBC) BC 
E como os triângulos AB'B e B'C'B têm à mesma altura, DA o” 
(AB'B) АВ pa 
(B'CB) вс 5 ^ 
Agora, como (BB'C) = (B'C'B). obtemos. 695; 
TENET 14 
(BBC) Bc BC [вс BC | 
Ргоуетоѕ арога о саѕо geral. 

АВ АВ 
Queremos provar que pC BC 
Tracemos por A a reta b’ paralela a b. Caímos no caso ante- 

АВ АВ" 
rior e podemos escrever: Sc ^ Вис" (1) & 
E como lados opostos de um paralelogramo (AA'B'B" e B"B'C'C") são congruentes, 
obtemos: С” 
1 


AB" = АВ’ е В”С” — ВС” 
Substituindo essas últimas igualdades em I obtemos: 


(вве 
BC BC podemos escrever: | “ру рс! 


Sendo a, b, c e d paralelas, olhe as igualdades que podemos 


escrever: 
WB АРВ” BC В'С' CD C'D' 
Е = == = — Ue 


BC BC'CD CD” AB АВ 
Ou de uma vez só: 
АВЕ BC . (ela AC 


A'B s рс d ED! А'С' E 


С- Consequéncia de Tales 


E — Teorema da bissetriz interna 

razão entre dois là S 

E E de um triângulo é igual a razão entre os segmentos que à 
rmado por eles determina no terceiro lado" 


A ОВ 
Tracemos рог С а reta paralela à bissetriz AS. Seja P o ponto onde 
a reta AB. 
^s é paralelo а PC, obtemos В = о (correspondentes) e y = « (alternos inter- 
> 8 = ү. Logo triángulo РАС é isósceles de base PC. Então: AP = AC — b. 
a de ав no triângulo РВС obtemos: 


ração: 
„monst! as " 
Xx reta encontra 


i Б бш 
| © п 
с С 5 В E 
; с "OEC 
em É evidente que podemos também escrever: ou as razões Inversas. 
y 


(2 - Teorema da bissetriz externa 


«A razão entre dois lados desiguais de um triângulo é igual a razão entre os segmen- 
tos que à bissetriz do ángulo externo adjacente ao ângulo formado por eles determina 


eta do terceiro lado”. 


nar 


в |Н 


Demonstração: Tracemos рог В a reta paralela a bissetriz AS". Seja Р o ponto onde 


essa reta encontra o lado AC. Como AS' é paralelo a PB obtemos D = q (correspon- 
dentes) e y = æ (alternos internos). Então В = Y. 
Logo o triângulo АВР é isósceles de base BP. Então AP = AB = с. 


Aplicando o teorema de Tales no triângulo CAS” obtemos: 


b m 
с п 
А b C a: 
É evidente que podemos também escrever: | n Ss as razões inversas. 


Exercícios 


Na figura temos um feixe de paralelas cortadas por transversais. Dizer se é verdadeira 
(V) ou falsa (F) cada uma das igualdades. 


Em cada caso temos um feixe de retas paralelas cortadas por transversais. Determine x 


a) 


jos de Matemática — Vol. 6 
(CIO? — 


per 


% | 
% / EN п ШИШИ ИНИНИ гт 
% Dado um feixe de paralelas, determine x nos casos: 


771 
ро? : 
N 
x+4 3x-3 “902 
х 
\ 
а) D х 9 9, 2x - 7 + 10 
) 8 


Ав retas r, s e t são paralelas. Determine x. 


r 


TUS 4x - 1 
ХШ 3х-2 io 2х-2 
4) 


O segmento interno ao triângulo, em cada caso, é paralelo a um lado. Determine x. 


773 


6 
12 X 
А 4 
а) 4 5 b 


LA ШЕ a 


Exercícios а de. Matemática — - Vol 
6 


LÀ 


itas nos casos: 


774 As retas г, s е t são paralelas. Determine as incógni 
20 
: 
8 6 | x + 6 Ж 15 
г à +4 2) 
5/ A Y $ 
a) 15 y 2y - 15 | 
A 
18° 
775 Em cada caso temos um trapézio е 05 segmentos internos ao trapézio São paralelos às 
bases. сш as incógnitas. 
х 


а x +] 
b) у 5 2 
T 
o. 


Em cada caso temos um trapézio. Determine X. 


776 
u a) 
b) 
OO 


sr, s e t são paralelas. Determine as incógnitas. 


21 Е 
) 5 
X 1% : 


a) 18 X 
b) y E 


Em cada caso as reta 


777 


778 Determine as incógnitas. 


(ишке vols | 
шов de 
pel 


Determine a altura relativa ao lado BC do triángulo ABC tod Edi. 


| Determine a altura do trapézio em questáo nos casos: 


782 Em cada caso AS? é bissetriz externa do triangulo. Determine x. 


“Exercícios de Matemática — Vol. 6 1 g? 
783 Na figura AS é bissetriz қ r và 


5 | y , £ 2 
bise interna e AS” é E i 9 qve n 
SSetriz externa. Determine x. 2.7. Р 


Determine о valor de x nos casos: q 


E yo 
b) AS é bissetriz 2) 


48 S 


785 Determine а área do triângulo АВС nos casos: D 


787 Resolver: 


a) Três retas paralelas determinam sobre uma transversal os pontos A, B e C e sobre outra, respec- 
tivamente, os pontos P, Q e R. Se AB = 20m, BC = 12m e PR = 48 m, determine PQ. 
b) Quatro retas paralelas determinam sobre uma transversal os pontos A, B, C e D e sobre outra os 


pontos correspondentes P, Q, R e S. Se AB = 8m, BC = 14m, CD = 16m e PS = 95 m. Determine 
PQ e RS. 


de Matemática — Vol. 6 


Resolver: 


ângulo ABC sabemos que AB = 21m, AC = 24те BC = 30m. T 

iz relativa a BC determina sobre BC. Y . Determine os segmentos 
ângulo ABC tem 57m e a bissetriz do ângulo A det А -— 

= 10m. Determine AB e AC. ermina sobre BC os 
ao vértice A de um triángulo ABC determina sobre a 

— 8m, determine PC. reta BC o ponto 


que о de um tri 
tos BPe»me РС: 
rna relativa 
.AC-8me ВС: 


— Resolver: 
7 ângulo ABC determina sobre 5 - : 
ипе O 


ao lado BC de um tri 
que ela determina so 
trapézio determina s 
os que ela determina so 


paralela 
s segmentos 
alela às bases de um 
anto medem OS segment 


bre AC que mede 25m. 
obre um dos lados oblíquos segmentos de 


petern 
bre o outro lado que mede 54m? 


p) Uma reta par 
16m e 20m. Qu 


Exercícios de Fixacao 


as entre si: 


casos, sendo r, set retas paralel 


Determinar O valor de x nos 


MA 
791 Sendo г, s, t e и retas paralelas entre 51, determinas as incógnitas nos casos. 


Exercícios de Matemática — Vol 
`6 


Se os А 
5 ângul “ 
Bulos com “marcas iguais” são congruentes, determinar o valor de x: 


с) 


lo АВС: 


Determinar а medida do lado АВ do triângu 


793 


a) AS é bissetriz е o perímetro do A ABC é 75m 
A 


b) AP é bissetriz do ângulo externo em A eq 
perímetro do A ABC é 23m 


В 10т S С В 10m C 8m р 


794 


Se AS e AP são bissetrizes dos ángulos interno e externo em A, determinar o valor de 


CP dado BS = 8m e SC = 6m: 


B S С 


795 Determine o valor de x nas figuras: 


6 
a) 4 X 5 + 10 


24m 
5 


гісі de Matemática 
— Vol. 6 


pe 


Resolver: 


796 


2) O perín 
— 16m © 
A pissetri 
А В = РС = 


„etro de 8 
ЖЕ e triângulo ABC é 
36m, determine nes de 100m e 

AB e AC 


a biss 
ssetriz de E 
¿de B i 
intercepta 
o AC 
em P 
- Se AP 


7 ax ternc em 
) а relati т 
апуа ао 5 
vértic 
ce A c 
de i 
um t iângulo A 
» BC 
‚епс 
19284184: 
аа 
Semi 
reta 

BC 

M 

7 ( P Se W 


36m e 
o períme 

tro Y 

do triángulo é d 

e 78m 
> dete 
2rmine 
AC 
e BC 


HA 
Determi 
mine X 
хе 2e 
y sendor, setr 
retas 
aral 
p elas 


797 


А 798 Dado um triá 
triângul 
= — . m 
AD AE : EC, entã ш EN 
o DE é paralel сив 
оа BC е Е em AC 
| С 
> prove 
que, se 


799 De um trià 
ângulo AB 
bissetri E S 
iz externa relativa D que AB = 15m, A 
| e BC= 
12m. D 
. Determin 
ea 


800 Determine 
E a medid : 

BC, Q sob dac 

re a reta BC, de xin: BC de um triángulo AB 
que AC seja eric d P С sapendo 
e PAQ, QC està 

> x 12m е E Ех 
Р = 6m 


apíTULO 1º 
Semelhança 


semelhança de triângulos 


j^ pefinicao 
* ossível estabelecer uma correspondéncia entre vértices e lados de dois trià 
en i 2m > 5 de s triân- 
e modo que ângulos de vértices correspondentes são congruentes e lados 


antes são proporcionais, dizemos que esses triângulos são semelhantes 
A 


ж ж C 
А-А" 
ARIANE o 

к а b с 

Obs.: 

BO. símbolo ~ significa é semelhante ao. 

E р C Е 
29 À razão — = T = — = k é chamada razão de semelhança. 
a с 


39 Lados correspondentes são chamados também lados homólogos. 
49 Se dois triângulos são semelhantes e a razão de semelhança é k, a razão entre os 


seus perímetros também é k. 
De fato: 


Exercícios de Matemática — Vol : 


3) A semelhança entre triángulos satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica e 
transitiva. 
Reflexiva : AABC = AABC 
Simétrica : ААВС-ААВС” > AA'B'C' ~ ААВС ; 
Transitiva : AABC ~ АА?В?С „АА Вас ААШ => AABC ~ AXYZ 


A2 — Teorema Fundamental 
rmina com os outros lados (ou seus 


Uma reta paralela a um lado de um tri 
prolongamentos) um triângulo que é 
А 


ângulo dete 
semelhante а ele. 


BC'//BC => ЛАВ'С'~ ДАВС 


С 
elhantes sign 


B 
Provar que OS triângulos são sem 
s correspondentes são proporcionais. 


dentes são congruentes е 05 lado 


— 


Demonstracáo: 
dentes) e como ВС é para 


1º) Note que А = À (são coinci 
B'=B e C'=C (são correspondentes 


aos ángulos de AB*C”. 24 
2º) Aplicando o teorema de Tales, pois B'C' é paralela a BC, obtemos que: 


АВ' АС: 
Aag 0 
AB АС 


ІШ 3º) Tracemos рог С” a reta paralela а AB e aplicando o 


teorema de Tales, pois C'P é paralela a AB, obtemos: 


АС BP 
no BC Е como BP = B'C', pois B'C'PB é 
paralelogramo e lados opostos de paralelogramo são 


congruentes, obtemos: 
ШІ во 
sec O 


Finalmente, I e II implica em: AB Ж АС BE 
AB E 


a+b+cz=a' arbre 
= ak БКС Р О ЛЛ СЕ =” 22 
b'k Lok a baeo ee (a b raga |а+ы+с k | 


ifica provar que OS ángulos correspon- 


lela a BC, obtemos que 
). Entáo os ángulos de ABC sáo congruentes 


e e 


333 


no OS ângulos de um triângulo são congruentes aos ângulos do outro e os 


zo, COI : 
ão proporcionais aos lados do outro, podemos dizer que, por definição 
2 


ão» 
ao de um 5 ӘР 
е o semelhantes. 
eles Y 
casos de Semelhança 


q ângulc 5 de ul гі: 1 Б 5 gl E ntes a dois angulos de outro então 
y © “o 5 


% ^ dol 2, 

“Se - «50 se antes 

fo 9" “triângulos são semelhantes”. 
esse? A 


B 
G 


B "EC D o 
B'=B, С=С > AA'B'C ~ AABC 


| pemonstração: e 
Pon, 1º) Como as somas dos ângulos de todos os triângulos são iguais (igual a 180º), note 
que se B'=B е С'= С, obtemos que А'= А. 

пе os ângulos de um são congruentes aos ângulos do outro. Basta 


Então já obtemos q 
lk agora provar que OS lados são proporcionais. 
j 2°) Vamos admitir que AB > АВ” (Se AB < АВ” a demonstração seria análoga). 


ў Tomemos sobre AB o ponto В” de modo que AB” 


к 


АВ A ё 
Agora, рог В” tracemos а reta paralela a ВС. 
Seja С” o ponto que ela determina em AC. 


Pelo teorema fundamental podemos es- 


crever. ву 
AB = АС" = вс (Т) 
AB АС ВС А 5 


3% Como В"С" é paralelo а BC, obtemos que B"=B e С"=С. 

E como, por hipótese, B' = Be С'= (E: obtemos B"=B' e С"=С'. 

Então pelo caso LAAo de congruéncia de triângulos podemos afirmar que os trián- 
gulos AB”C” e A'B'C' são congruentes. Donde tiramos que AB” = АВ” (já sabia- 


mos), А” = АС” е B”C” сет В?С?. 
| NB ACI ВС 
BC 


Substituindo essas últimas i рор 
últimas igualdades em (1) obtemos: AB AC 


Então: АА?В?С? ~ AABC 


AS ET ҙ,..42., 


| | 2109 — 
Е В ее” 
| — Exercícios de Matemática 2 


Vol. в 


B2 -LAL (Semelhança) 


ais a dois lados de T 
ais a d outro e os ân 


li 'Se dois lados de um triângulo são proporcion E zu 
ІШ compreendidos são congruentes, então esses triângulos são semelhantes, Os 
A 
ES C 
en 
B С р 

АВ АС A = AA'B'C- AABC gem 
AB АС oy Y 
Demonstracáo: 7 zu Р para 
1º) Vamos admitir que AB > АВ’ (Se AB <АВ а demonstração € análoga). Tome. que 
mos o ponto В” sobre АВ Feto do que AB Бе tracemos рог В” a reta paralela де] 
а ВС. E prc 
Seja C" o ponto onde essa reta encontra AC. zt р 2 

Pelo teorema fundamental obtemos que 05 triângulos AB”C” e АВС são semelhan. 
tes. ot 
2º) Como B"C" é paralelo a BC obtemos que: E 

! ! " 
АВ" AC" du A'B E AC | 
E como АВ” = AB , temos. = AG | 
АВ АС АВ A: 
A'B' АС 
жене А 


Da hipótese sabemos que "AB D 


AG АС 
Eno ТоС А ”= АС”. 
ntão: — 


3º) Note então que pelo caso LAL da con- 
gruência de triângulos obtemos que os 
triângulos A'B'C' e AB"C" sào 
congruentes. 

E como AB"C" e ABC são seme- 
1), obtemos que A'B'C' e ABC são semelhantes. 


B: 


B C 
lhantes (item 


ВЗ - LLL (Semelhança) 
“Se os três lados de um triângulo são proporcionais aos três lados de outr 


esses triângulos são semelhantes”. 


o, então 


hantes (ШШ 


outro, di 


arcícios de Matemática — Vol. 6 


EX 


А 


A 
223 N 
| Ла. Б B` к. 
pev EL e 
A'B' AE ВС! АА A c 
= == ч =; ! Ur (RU 5 ч 
NH' АС С TAM 
pemonstração: || 
cem perda de generalidade vamos supor que AB > АВ”. 
Se 528 
B o ponto B" de modo que AB” = A'B' e tracemos por B" a reta 


19) Tomemos sobre A 
a C" o ponto onde ela corta AC. Pelo teorema fundamental note 


шыга BC езе) 
пе 0$ triângulos AB 


Se provarmos | 
provado o teorema. Vejamos: 


"C" e ABC são semelhantes. 


que А?В”С? é congruente ao AB”C”, fica, 


А 


79) Pela semelhança de AB”C” e ABC 
AB" T ANO e BLUE" p" 
obtemos Tp ^ AC BC" 


como AB” = АВ? obtemos 
! ! (a В" E 
A'B AG — D 


m AC вс 
3°) 


construção, po 
pelo caso LLL. 
Finalmente, como A’ B’C’ é se 


mos que A'B'C' é semelhante ao triângulo ABC. 


Obs.: Observe os dois triângulos abaixo: 


2 В ОС | 

ото m 18 = 27” concluimos 

que os triângulos são semelhantes (pois 

os lados são proporcionais). Mas se eles 
são semelhantes, os ângulos de um são 
congruentes aos ângulos do outro. 
Então, note que: Dois lados de um 
triângulo são congruentes a dois lados 


do outro (12 e 18) e os três ângulos de 


12 


Comparando a hipótese com a igualdade (Т) obtemos 


AC" 
AC 


NC 
AC 


E y Гар donde obtemos: АС” — A'C' e B"C" = ВС”. E como AB" = АВ? por 
В E 
demos afirmar que os triángulos A'B'C' e AB”C” são congruentes 


melhante a AB”C” e este é semelhante ao ABC, obte- 


12 


336 
зге) Я Ехегсісіоѕ ае Matemática — 


Vol. 6 


um sã к 1 
do congruentes aos trés do outro. Logo, 5 elementos de um são congruentes q 5 


elen Я Кў к 
tentos do outro e eles não são congruentes. 


6 Segmentos Homólogos 

еогета: Se dois triângulos são semel 

homólogas é igual a razão de semelhança. 
A 


hantes então a razão entre duas altura 
8 


b' h' 


Demonstração: 
bos são retos), pelo caso AA de semelhan 
e A'H'C' são semelhantes. Da semelhança obtemos: 


bh [NEC j | 
0 ш o podemos escrever: 
Dc h ; р 
ЖЫШ о сок =k (onde k é a razão de semelhança) 


Da mesma forma provamos que se 
medianas homólogas, etc) é igual a razão de semelhança. 


e segmentos homólogos são proporcionais. 


D - Áreas de Triângulos Semelhantes 


ao quadrado da razão de semelhança. 


Sendo k a razão de semelhança, temos: 
А 


(ABC) |. 


(АВС) 


Como € - €' (definição de triângulos semelhantes) e Н = Er (am- 
ca podemos afirmar que OS triângulos AHC 


dois triângulos são semelhantes, então a razão 
entre quaisquer segmentos homólogos (alturas homólogas, bissetrizes homólogas 
b) 


Nota: Se dois triângulos são semelhantes, então ângulos homólogos são congruentes 


Teorema: Se dois triângulos são semelhantes, então a razão entre suas áreas é igual 


Re 
$, NE » 
y \ Y 
э, N 
| 


7 gxercicios de Matemática — Vol. 6 
RE І 


q 
^ { pemonstração: Sendo k a razão de semelhança temos: à 
D ah X^ 
{ (АВС) v van ШЕ” LN 
NBC) = a'h' 23 а! h' = m қ р = Ask = | (Авсу E 


Com O símbolo (ABC) estamos indicando a área do triángulo ABC 


_Semelhanca de Polígonos 

ão: Dois polígonos são semelhantes se for possível estabelecer u 

entre vértices e lados de modo que ângulos de vértices onm corres- 

tes e lados correspondentes sejam proporcionais. pondentes 
В! 


, pefiniç 
sondencia 


sejam congruen 


s m 
IBN Bo ce D-D,E-E 
4 o d.e - k — ABCDE - A'B'CD'E 
А nr rb Gi d' e 
40 à rjj Obs.: 
Omologa, 19 k é chamado razão de semelhança. 
lígonos são semelhantes com razão de semelhança k, a 


29) É fácil provar que se os po 
поле razão entre as áreas ё К. 
39 Sabemos que se 08 ângulos 
então os triângulos são semelh 
não é válida. Olhe as figuras. 
v 4º) Se os lados de um triângulo são 
acm proporcionais aos lados de outro, esses 
triângulos são semelhantes. Para 
polígonos, não triângulos, esta 
propriedade não é válida. Olhe as 
figuras. 
Os lados são 
proporcionais 


de um triângulo são congruentes aos ângulos de outro 
antes. Para polígonos, não triângulos, esta propriedade 


5 


Шы. Ж 
9..8 
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puro Os ângulos não são congruentes. 

) Quando dois polígonos são semelhantes e os lados homólo 
que os polígonos são homotéticos e que essa semelhança é uma homotetia. | 

Ет todas as figuras que fizemos até agora os lados homólogos estão paralelos. (E mais 
fácil para perceber que eles tem a mesma forma (são semelhantes)). Nos exercícios 


lados homólogos não estão sempre paralelos. 


gos são paralelos, dizemos 


| 


centro de 
homotetia 


Exercícios 


Em cada caso são dados dois triângulos semelhantes. Dizer quais são os ângulos 


801 congruentes e escrever a expressão da proporção entre os lados: 
a) AABC ~ AKLM b) AMNK - ADEF 


802 Com “marcas” iguais, nas figuras, estamos indicando que os ângulos são congruentes. 
Escrever com o símbolo (=) que os triângulos são semelhantes. 


a) Y b) C 
A M 
N 
B C 
7 X B 
N D 


Emc 4 а SANE. 
803 ada caso ângulos congruentes estão assinalados com “marcas” iguais. Escrever a 
proporção entre as medidas indicadas de modo que a razão obtida seja a razão de 


semelhança. 


a) b) И 
Y 
m Ж 
а 
X 
b 


pios de Matemática — Vol. 6 
Í Е E 


get - 339 


2 _ 
* x 
6 2b 
7 С E 
X y ri 
с >90 а) LT 
ж 
с 


Xp 


Determine o valor de x e diga qual a razão de semelhança entre os triângulos, nos 


casos. 
exercícios, ângulos congruentes estão assinalados com “marcas” iguais) 


E (Neste € em outros 
6 A 9 
a) f» 


TA жа 


——— . . r . 
805 Determine as incógnitas nos casos. 


70 de 
15 
; 16 | 24 28 
a) 6 8 b) 18 
14 y y 


340 po! 2 
7 » 
Exercícios de Matemática — 
с) 1//s TES ES 409 


806 Determine x nos casos: 


- a) 
b) 
15 X = 
6 4) 
8 
6 
X 


807 Determine as incógnitas nos casos: 


AS 


NN 


de matemática — Vol. 6 
gde Ma T —m_—_ AÑ 


Determine X nos casos: 


ПЕН > 


811 Determine x nos casos: 


| 2 2 
| ; 
6 
| a) b) 
x 5 
ыи зу те GE ta 


81 2 Determine x nos casos: А pise. 


81 3 Determine x nos casos: 


a) Quadrado inscrito no triângulo 


IES 


81 4 Determine a área do triângulo ABC nos casos: 
A 
8 
а) 12 p 
B BEEN ^ |—O |L— ..- B C 
81 5 Determine a área do trapézio nos casos: 


T 


20 


de matemática — Vol. 6 


үгігі0? 


Resolver: 


"ão de semelhança entre dois triângulos é 4 : 5. Se um 1 

, A oe lado homólogo (correspondente) do segundo? 
meo" | үде semelhança de dois triângulos é 2 : 3. Se um 1 
raza“ ólogo do outro? (Considere os dois casos) 
selhanca de dois triângulos é 5 : 7. Se o perímetro do primeiro 


ado do primeiro mede 20m, quant 
Я о 


ado de um mede 12m, quanto med 
ede o 


, é 4( r 
do segundo? Dm, qual é o 
semelhança de dois triângulos é 3 : 5 e o perímetro de um é 75m. Q { 
E : ual é o perím » 

etro do 


== 17 Resolver: 
қ razão de semelhança entre dois triângulos é 5 : 8 e os lados do primeiro medem 15m, 20m е 
20m Determine OS lados do outro. 
») os lados de um triângulo medem 14m, 21m е 28m. Se o perímetro de um triângulo semelhante a 


de 81m, quanto medem os seus lados? 
y Dois triângulos têm 22m e 55m de perímetros. Se um lado de um mede 8m e um lado de outro 
; mede 25m, determine os outros lados incógnitos desses triângulos. 


NS 81 8 Resolver: 
ES 4) Dois quadriláteros são semelhantes e os seus perímetros têm 208m e 130m. Se três lados do 
primeiro medem 32m, 56m e 72m, determine os lados do segundo? 
p) Dois pentágonos com діте 117m de perímetros são semelhantes se um lado do 1º mede 14m 


quanto mede 0 lado homólogo a ele do 2º? 
c) Dois heptágonos são semelhantes. Um lado do 1º mede 56m e o homólogo do 2º mede 24m. Se 
uma diagonal do 1º mede 63m, quanto mede a diagonal homóloga a ela do 2º? 


819 


a) Dois retângulos são semelhantes se dois lados do primeiro medem 10m e 35m e o perímetro do 


segundo é de 234m, quanto medem os lados do segundo? 
b) Dois trapézios são semelhantes 6 as bases de um medem 45m e 65m. Se uma base do outro mede 


( 39m, quanto mede a outra base? 
820 Dois lados de um retângulo medem 12m e 18m. Como devemos cortá-lo por uma reta 
paralela a um lado para que 
a) Um dos retângulos obtidos seja semelhante ao original? 
b) Os retângulos obtidos sejam semelhantes? 


821 Resolver: 


4) A razão de semelhança entre dois triângulos é 4 : 7. Se a área do 
do segundo? 
b) A altura relativa a base de um triângulo é h. A que distância 
reta paralela à base para que a área do trapézio obtido seja igua 
| destacado? 
©) Os lados de dois pentágonos regulares medem 7m e 24m. Quanto deve medir o lado de um terceiro 
Pentágono, também regular, para que a sua área seja igual a soma das áreas dos dois primeiros? 
RD A AEE 


ele é 


Resolver: 


primeiro é de 192m, qual a área 


desta base devemos conduzir uma 
l а 8 vezes a área do triângulo 


й Exercícios de Matemática - Vol. 6 


822 Resolver: Ў 


a) As bases de um trapé 


DD нь раа бт е 10m e os lados oblíquos біп e 8m. Prolongam-se 08 lados 
S arem. Determine os lados incógnitos do menor triángulo obtido. 
b) AS bases de um trapézio medem 16m e 56m, um lado oblíquo 30m e o perímetro do maior 
triángulo obtido quando prolongamos dois lados do trapézio é de 147m. Determine o outro lado 
do trapézio. E 
12m. Qual а área do 


с) A base BC e a altura AH de um triângulo medem, respectivamente, 18m 6 > 
m lado do retángulo 


retángulo de maior área que pode-se inscrever neste triângulo de modo que u 
esteja sobre BC. 


Exercícios de Fixação 


823 Os triângulos ABC e A'B'C'da figura são semelhantes (ЛАВС ~ЛАВ”С?). Se a razão 


3 
de semelhança do 1º para o 2º é DE determine: 
a)a bec b) a razão entre os seus perímetros 


A A! 
А i 10 12 
` E: 
B a E B 14 


Os triângulos ABC e PQR são semelhantes. Determine x e y. 


Q 
A 10 fà à 
28 n Р 
is 
B 20 C 


825 Se o AKLM é semelhante ao AFGH, determine x. 


K 
F 
18 y к 
Е 42 M в E H 


824 
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grace de — 2 = 


Se DE é paralelo а BC, determine x nos casos: 


826 


b) x = AD 


р) "Щй 


2 жези De um AABC sabemos que АВ = 20m, ВС = 30m e AC = 25m. Se D está em AB E 
| 827 * AC DE é paralelo a BC e DE = 18m, determine x = DB e y = EC. 
e , 


Se ángulos com “marcas iguais” são congruentes, determinar a incognita nos casos: 


* de 
8 
6 
10 à Р 
12 6 9 y 
b) 
a) 
y 
8 6 


Determine as incógnitas: 
> 82 


a) 


830 Determine as incógnitas nos casos: 
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831 € 


Se RU CE : 
ndo res retas paralelas, determinar o valor de x: 
o ETE 5 
SE к | 
9 l6 
10 
nto, apt r 
a) - 
l 2] b) 
| 6 
| mes q 
кыйгы. з... | : 


833 Resolver: 


: lelogramo com AB = 16m, 
= 12m, BC = 10m e b) ABCD é um para | 
quaa pe BS BC = 12m e AH = 9m, determinar AP 
A A И 
5 
Р 
В R @ р H © 
83 4 Resolver: 
a) Na figura temos um quadrado inscrito em um b) Determine x e y 


trapézio de bases 5m e 15m е altura 30m. 
Determine o lado do quadrado 


gl pe A/A 


Determine x nos casos: 


4 Nas figuras temos quadrados. Determine a área do maior deles 


| 0 
| 
5) 
4) 
12 m 18 m 12 m 8m 
M 37 Resolver: 
ho Dois triângulos são semelhantes. Se os lados do primeiro medem 21m, 18m е 27m e o perímetro 
) do segundo é de 176m, quanto medem os lados do segundo? 
~ lón p) A razão de semelhança de dois triângulos é 9: 5. Se os lados do primeiro medem 54m, 63m е 


90т, qual é 0 perímetro do segundo? 


= | EE 


As bases de um trapézio medem 18m e 45m e os lados oblíquos 15m e 18m. Qual o perímetro do 


obtido quando prolongamos os lados oblíquos? 
dem 18m e 42m e a altura 16m. Determine a área do maior triângulo 


Resolver: 


a) 

menor triángulo 

b) As bases de um trapézio me 
obtido quando prolongamos 08 lados não paralelos. 

wmv ssa 


839 Resolver: 


a) A razão de semelhança de dois triângulos é 3 : 5. Qual é a razão entre as suas áreas? 
b) A razão de semelhança entre dois polígonos é 5 : 7. Qual a razão entre os seus perímetros? 


840 A razão de semelhança de dois triângulos é 3 : 7. Qual é a razão entre: 


a) оі 5 
| н homólogos? b) Duas alturas homólogas? c) Duas mediana homólogas? 
5 perimetros? e) As suas áreas? f) Dois ângulos homólogos? 


841 Resolver: 


a) Dois polí 7 
i gonos s m ; 4 ^ | 
ыы do semelhantes е tem 69m e 115m de perímetro. Se a área do 1º é de 99m”, qual 


Dois polí 
gonos sem A NM 
1 Perímetro elhantes têm 588m? е 192m?. Se o primeiro tem 105m de perímetro, qual é o 


de 


I uo 
4 #4 
348 ai | e 
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=з а И 
842 Resolver: о? 
а) Dois ; — ir o lado И 
018 undecágonos regulares têm lados de 30m e 18m. Quanto ti Жасты áreas E utro ҒА, 
indecágono, também regular, para que a sua árca seja igual a diferenc : £ Ois pri. ses 
meiros? E | y 
»)) As , 8 < 12m. Determinar a 4 | 
b) As bases de um trapézio medem 10m e 25m e os lados oblíquos Mon э icit à área do 42 2, 
С triângulo que se obtém quando são prolongados Васа 99 
ылады ЕУ E AC=30m A — Es O 
7 : з АВ = 24m, А 
843 Determine о raio do círculo sabendo que do BC f > 
e AH = 20m, onde АН é altura relativa ao lado Ж” 
4 
\ 85° 


Exercícios Suplementares 


8 4 4 Na figura, determine X 
10 


2m, determinar а 
orda BD. 


Sendo AB = 4m, BC - 6m е AE = 
medida da corda ЕН, que é paralela а с 


845 


Determinar x sendo 24m е 6m os raios do círculo. 


846 x 


847 O ponto O é a intersecção das diagonais AC e BD de um losango ABCD. Prolonga-se 
o lado AD até um ponto F de modo que DF = 4m. Se OF encontra CD em Ee 
ED = 2m, determine o lado do losango. 


8 48 De um triángulo ABC sabemos que o ángulo À € o dobro do ângulo С , AB = 6m e que 
АС = 10m. Determine BC. 


849 de distância do vértice A de um triângulo ABC, de altura 
ы relativa а BC, igual a h, devemos conduzir uma reta paralela a 


BC, para que a área do trapézi 
4 его obt i Е " 
lo obtido? p ido seja igual a 3 vezes a área do triângu- 


349 
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Exerc 
um triângulo de altura, relativa a essa base, igual a h 


A que distáncia da base, de 
850 devemos conduzir uma reta paralela 


s de áreas iguais? 


a essa base para que o triángulo fique dividido 


a sua altura 15m. A que distância da base 
bases para que os dois trapézios obtidos 


en parte 
edem 8m e 18m e 


As bases de um trapézio m 
ta paralela às 


851 maior devemos conduzir uma re 


elhantes? 


\ sejam sem 
| Os lados de dois 
| 852 de um terceiro heptágono, tam 
primeiros? 


heptágonos regulares medem 8m e 15m. Quanto deve medir o lado 
a área seja igual à soma das 


bém regular, para que su 


dos dois 


greas 
o de 60m e 90m, respectiva- 


Os perímetros de dois polígonos semelhantes P, e P, sá 


| 
N 853 mente. Se a área de P, é de 144m?, determine а área de P,. 
57, 


^ As bases do trapézio isósceles ao lado me- 
854 dem a e b. Se a altura do trapézio mede h, 
determine a área do triángulo sombreado. 


AN 


N 


Ts 
85 5 As bases de um trapézio medem a e b (a < b) e a altura mede h. А que distância da 
base menor devemos conduzir uma reta paralela as bases para obtermos trapézios 
semelhantes. 
A 8 56 Os catetos de um triângulo retângulo medem a е b. Determine a bissetriz relativa à 
hipotenusa desse triângulo. 


8 57 As retas te / são tangentes às circunferências 
em A. Determine AB em função de a = BC e 


Е BD. 
P . . : 

858 Por um ponto P, interno de um triângulo, conduzimos retas paralelas aos lados. Se as 

áreas dos triângulos com um vértice em P, determinados por essas retas e os lados do 


triá м . [4 2 
ângulo, são A, B е C, determine a área do triângulo original. 


f, 
e Exercícios de Matemática — Vol. 6 A 
8 - зы. —— 
4 > қ 
59 Ма figura, as semi-retas РА е PB são tan- 
gentes à circunferência. Se as distâncias 
entre Q eas tan ы 1 a. as сїзє а: У | 
- ds tangentes são 4 e 9, ache г tância entre А 
a corda АВ. 0 4 e 9, ache a distância entre Q e noT 
AE res 
X B 
1 И? oe?" 
\ pi? 200 
\ 49 
| 12 
“ne o lado do quadrado i 0 О а 
860 As diagonais de um losango medem a е b. Determine о 12 ] inscrito | hos 
nesse losango. ¿ae 
861 Na figura ao lado AD é bissetriz do triangulo ABC. Mostre que 
BE? = AE . DE jj 
1019 
po 
= pipo 


862 Determine o raio x em função dos raios a € 
b dos outros dois círculos. Be Ha 


Я 
863 Na figura temos um triângulo isósceles АВС A 3 
de base BC. AE é uma corda que intercepta a base BC em D. 
Mostre que АВ? = AE . AD. 
| 
557 € | 
E 
864 As retas que contêm os lados oblíquos de um trapézio cortam-se em P e a reta paralela 
às bases, por P, corta as retas das diagonais em A e B. Mostre que P é o ponto médio 


865 Por um ponto P, externo a uma circunferência conduzimos os dois segmentos tan- 
gentes, PA e PB, e uma secante que corta а circunferência em С e D, com C entre P 


e D. Mostre que: AC . BD - AD . BC 


866 Duas cordas AB e MD de uma circunferéncia interceptam-se em P. Se M é ponto 
médio do arco AB, mostre que: MA? = МР. MD 


8 67 Sobre os catetos AB e AC de um triângulo retângulo ABC constroem-se, externa- 
mente ao triángulo, os quadrados ADEB e ACFG. A reta CE intercepta AB em Me 


a reta BF intercepta AC em N. Demonstrar que 


Relações Métricas 


Retângulo 

lo retângulo AB 
n as projeções dos c 

das indicadas na figura, 5 


С de hipotenusa BC а altura AH relativa a 
atetos AC e AB sobre a hipotenusa 
ão válidas as seguintes relações: 


y. Sejé | 
nta as medi 


tenu» 
100 ` 
| f ando em СО 
a hipotenusa é igual ao produto das projeções dos 


Le 
) , quadrado da altura relativa 
| - nre а hipotenusa. 
catetos sobre a MP A 
Y) 
A altura relativa a hipotenusa é média geométrica das 
projeções dos catetos sobre a hipotenusa). b C 
920 quadrado de cada cateto é igual ao produto da 
usa pela projeção dele sobre ela. DO 
Сава В 
а | 


hipoten 
(Um cateto é 1 
da hipotenusa eap 


nédia geométrica (ou proporcional) 
rojeção dele sobre ela). 


2 


tura relativa a ela é igual ao produto dos catetos. 


Demonstrações: 


Traçando a altura relativa a hipotenusa de um triângulo retângulo obtemos doi 
vos triângulos que são semelhantes ao triângulo original. Vejamos: m^ 


3°) O produto da hipotenusa pela al 


B+y=90º 
x+y=90º рај? 
В+у= 90° 
В+у=90| 7 LI AP 
С B 


Os ângul 
os de um são 
congruente a 
ça os triá Е s aos ângulos 
Canos are e gulos do outro. Pelo caso AA de semelhan- 


c 
352 
E IES Ж” 
А AHC+- A BHA = 4 a? 
h NS h? = mn с 
n = р m cm = bh Essas relações 
с são menos p 
bn = ch usadas E 
A AHC ~ A BAC => 
"m h? = am 4 
m 1 2 
== = „шщ ==; € — 
68. 
cm = bh 
h n 
ABHA-ABAC > === 4ah=bo M 
9 Gh bn = ch 
gi 
Obs.: área do triângulo 


1°) Olhe um outro modo de provar a relação: ah = bc. Note que a à 


ABC é dada por: 
ре е рог ah, Então: as => 
2 2 


2º) Como todo triángulo inscrito em uma circunferência de modo que um lado seja 
diâmetro é um triângulo retângulo, em todo problema que envolver um diâmetro BC 
de uma circunferência e um ponto A da circunferência, distinto de Be C, e a proje- 
ção de A sobre BC, nós podemos usar as relações demonstradas nesse item. 


A A 
ДУ 
В 0 E B a e 
=> 


Outra Demonstração do Teorema de Pitágoras: 


b с 
а 


шот: Tracemos a altura relativa á hipotenusa. 
Ja m e n as projeções dos catetos b e c sobre a hipotenusa. Note que m + n = a. 
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/0 


@ 
pro! Ж 
p a cateto ао quadrado é igual ao produto da hipotenusa 


a ; 
como ojecáo dele sobre ela temos: 
ro 

| ela р 

| 2 < am 

| k (somando membro a membro) 
| пу 

N 


А 
sd › 


Y жй > ) 
E pena an eb be a(m + n) e como 


b > 2 2 т) 
emos: О сие абаа . Então: 


min” 
gesumindo: 


an 


p? = am, с” ies 


g- No Círculo 


% , в1- Cordas 
Teorema: Se duas cordas se cortam num ponto entre as 


extremidades, então o produto dos segmentos obtidos em 
a é igual ao produto dos segmentos obtidos na outra. 


um 
l = m 
(op; Д 
y Y Demonstracáo: Considere os triángulos PAD e PCB. 
nk Como o ángulo inscrito mede a metade do arco compreen- 


triângulos são semelhantes. 
Então: E = n» ou seja: | PA. PB = PC.PD 
РС” АРВ 


B2 - Secantes 
Teorema: Se de um ponto externo conduzirmos 


dois segmentos secantes a uma circunferência, o 
produto de um deles pela sua parte externa éigual р 
ao produto do outro pela sua parte externa. 


PA.PB=PC.PD 


Demonstração: Considere os triângulo PAD e 
PCB. E 


Como D- В, ambos medem a metade de Асе 


Pé comum aos dois triângulos, podemos afirmar que esses dois triângulos são seme- 


dido entre os lados, obtemos: A=C e D= В. Logo esses 


lhantes (caso AA). Então: up cya. ou seja: 
BARRO = 


| PA.PB=PC.PD 


ВЗ — Tangente e Secante 
Teorema: Se de um ponto externo conduzirmos 
um segmento secante e um tangente, o quadra- 
do do segmento tangente é igual o produto do 
segmento secante pela sua parte externa. 
(O segmento de tangente é média geométrica do 
segmento de secante e sua parte externa) 


B 
Demonstracáo: Considere os triangulos PAC e 
PCB. Como АСР = РВС, ambos medem a metade de 


SEN A 
ÁC e P é comum aos dois triângulos, podemos afirmar 
(pelo caso AA) que esses triângulos são semelhantes. 


1333 
PC? = PA . PB 


C — Potência de um Ponto 


C1 - Ponto Interno . __ 
Considere cordas AB, CD, EF, ... concorrentes todas num 5 


mesmo ponto Р interno а uma circunferência dada. 


De acordo com o teorema do item ВІ, temos: A 
РА РВ-РС Рр--РЕ.РЕ--... 
Esse produto não depende da corda escolhida e sim do ponto 

C 


P e da circunferência f dada. 
A qualquer um desses produtos damos o nome de potência 


do ponto P em relação a essa circunferência. 


Pot. (P,f) = PA. PB=PC.PD=-.. 


C2 - Ponto Externo 
Considere segmentos secantes, partindo de um ponto P externo a uma circunferência 


dada, que contêm as cordas AB, CD, EF, ... (e também os segmentos tangentes por 
P). De acordo com os itens B2 e B3, temos: 


РС PDDE РЕ БЕ ce 


pende da secante es- 
do ponto P e da cir- 


pa. PB 


p ^ 
oduto nào de 
„р 
556 mas apenas 


co ncia Ё dada. 
n desses produtos damos O 


Aqu? oténcia de P em relação a f. 


Exercícios 


lete de modo que a relação obtida seja verdadeir 


Comp a, nos Casos: 


NU 
\ 2 ? b) х2= с?= / v. 


Determine о valor de x nos casos: 


869 


A 
>) 6 8 А 
|“ м” D 


Determine o valor de x nos casos: 


El 
e 
[e] e 
e B о 
ол 
o 
— pa 


870 


| yx | 
; à) b) c) 
| 3 9 : x 


Чә 


ГА 
— Exercícios de Matemática - Vol, e 73 


x 
д | 
| 2) 


é asos: 
| iva é enusa nos € 
Determine a altura de h relativa à hipote 


8 Pas f > 
20 А { 
b) | 
| 


2h 
AMENA 
| 


Determine as incógnitas nos casos. 


o matemática - Vol. EE. 
rios O =. 


petermine o raio do círculo nos casos: 


ação obtida seja verdadeira, nos casos: 


omplete de modo que a rel 


С 


d) 
r + | 
a.b = m(m+n) = = 


g) А h) d тт 


ática — Vol. 
Exercícios de Matemática L6 


Determine 9 valor de x 


nos Casos: 


petermine O raio do círculo nos casos: 
с 


Resolver: 


881 


a) Os catetos de um trián 


hipotenusa. A 
b) As projeções (ortogonais) dos catetos de um triâng 


| e 8m. Determine a altura relativa à hipotenusa. 
c) Os catetos de um triângulo retângulo medem 245 e 64/5 . Determine as projeções dos catetos 
sobre a hipotenusa. 
d) As projeções dos catetos de um triângulo retângulo, sobre a hipotenusa, medem 6m е 12m. 
Determine os catetos. 


gulo retângulo medem 243m e 246m. Determine a altura relativa à 


ulo retângulo sobre a hipotenusa medem 6m 


882 Resolver: 


a) À A : | 
| m maiores alturas de um triângulo retângulo medem 5m e 15m. Determine a menor altura. 
ca A. | ч à 
ы.” e a projeção do outro cateto sobre a hipotenusa de um triângulo retângulo medem, 
1 . 
vamente, 6/3m e 3m. Determine а altura relativa a hipotenusa. 


б) Um cateto 
еда “A a А 
cateto menor altura de um triângulo retângulo medem 10m e 6m. Determinar o outro 


; 


360 4 Eo 
Wu сс y P 
d) Um cateto e a a] | в Exercícios de Matemática - yo, | A 96 
1 aa tur: " è AMM .6 
minar : | a relativa à hi SEC 
à projec 1 hipotenusa de um triángulo retángulo medem 12m e 6m. Dete 9 
T- 


ao do (| а 5 
3) OU > 2LO ) ) 


883 Determine Т a 
asos: 


área JA ^ y 
a do triângulo retângulo em questão, nos € 


U 
m catet 
c Oe: | s 
b а hipotenus a 
) Um cateto e à І s nusa medem 4m e 12m. 4 
с) As projeções d nenor altura medem 15m e 12m 
4 5 dos с > А ұйы i 
S Catetos sobre a hipotenusa medem gm e 18m. 402 


а) Un 
1 cateto е 
ES е а a 206 A 
e) Um Cateto e “ Sua projeção sobre a hipotenusa medem 8m € 4m. | 
medem, respectivamente 9m e 24m. 


a projeçã А 
D A menor ан Mn do outro sobre a hipotenusa 1 ; 
e a projeção de um dos catetos sobre а hipotenusa medem, respectivamente, 6m 


е 18m. 
884 Determine a área do triângulo retângulo, nos casos: 
a i 
e A soma e a diferença das projeções dos catetos sobre a hipotenusa valem 15m e 9m. 5 
T soma dos catetos é 10m e a hipotenusa mede 2413m. 
diferença dos catetos é 5m e a menor altura do triângulo mede 12m. 
22 


1 de um trapézio retângulo determina nele dois triângulos retângulos, 


asos. 


885 Uma diagona 


Determine a área desse trapézio nos € 


a) As bases medem 8m e 26m. 
b) Os lados que não são bases medem 6m е 12m. 
c) A base menor e a altura medem respectivamente 5m е 10m. 


d) A base menor mede 15m e o lado oblíquo às bases 18m. 


Exercícios de Fixação 


886 Determine x nos casos: 


<p) 


D 
b) 
g a 
Ф 
x 6 
c) d) 
a 


887 Determine x e y nos casos: 


MOD e 


pios de Matemática - 
1009 °— 


petermine o valor de х: 


e 
Q 
Sa? | | | 
% \ E [41 — E 
b — . peterminar O raio do círculo nos casos: 


Determinar a incógnita: 


890 
E A 
SU q а 


891 Determinar о raio do círculo nos casos: 


SY 


a 


| 362 


Exercícios de Matemática = Vo 


-. 
=== 


Resolver: 


4m. Determine o outro Cateto, 


s Р E dem бт € А > 5 
а) Um cateto e a Projeção dele sobre a hipotenusa med o de um cateto sobre a Мірою, 


i " + 9m e a projeçã 
menor altura de um triángulo retángulo mede 9m I 
mede 27m. Determine o outro cateto. 


C) As duas maiores alturas de um triángulo ret 
altura, 


893 Resolver: 


m triángulo retângulo medem 8m е 10m. 
a) As Projeções dos catetos sobre a hipotenusa de и 
Determine os catetos. 6m e 8m. Determine as 
b) Os catetos de um triángulo retángulo medem 
hipotenusa 17m. Determin 
; A e m. 
c) Os catetos de um triângulo retângulo medem 11m 


sobre os catetos. : 
мм тт ------ ------- 
894 Resolver: 


"m termine as 
a) Os catetos de um triángulo medem 15m e 20m. De E: 
| altura dele mede Y» 
OS catetos. А Е. мв dor | 

b) A soma dos catetos de um triângulo retângulo é 


5 
Determine a hipotenusa. triângulo retângulo sobre as outras alturas medem 8m E 
jegó Itura de um tri 
C) As projeções da menor a 


15m. Determine a altura relativa a hipotenusa. 


895 Resolver: 


) A projeção de uma corda AP, sobre o diámetro АВ de um círculo de 16m de raio, mede 2m. 

2 proj d 

И — сипа Es 4m de um diâmetro AB de um círculo de raio 5m. Quanto mede a projeção de 
m ponto P d 


| tA . 
) e AB dista 5m do centro de um círculo de 26m de diâmetro. Determine AB. 
c 


896 Resolver: 


a) A base de um triângulo isósceles mede 14m e a altura relativa à ela 49m. Determine o raio da 
circunferência circunscrita ao triângulo. | ей; 
â 186 iva 2 S (18 . Se essa 
b) А altura de um triângulo isósceles, relativa à base, é diâmetro de uma circunferência. S 


altura mede 24m e o perímetro do triângulo é de 96m, determine a medida da corda que o lado 
do triângulo determina na circunferência. 


Determine а 

m e 10m. Meno 
^ edem 10 > 
ângulo m 


projeções deles Sobre a 


e as projeções da hipotenusa 


projeções da menor altura sobre 


897 Determine a área do triângulo retângulo nos casos: 


a) А hipotenusa e а projeção de um cateto sobre ela medem 20m e 16m. 


b) As projeções dos catetos sobre a hipotenusa medem 12m e 75m. 
c) As duas menores alturas dele medem 545m е 10m. 
d) Duas de suas alturas medem 6m e 12m. 


e) As projeções da menor altura sobre as outras duas medem 8m e 8m. 
f) As projeções da altura r 


elativa à hipotenusa sobre os catetos medem 6m e 8m. 2 
| 
| 


7 atemática — Vol. 6 
гене” de М == --- — < são 
Е 


Exercícios Suplementares 


Resolver: 


a)  Prolonga-se um diâmetro AB, de um círculo de 16m de raj 
-- > эу” i > Р ало 
odo que РВ = 4m. Determine o segmento de tangente conduzido por P қ 
onto P dista |8m de uma circunferência. Se o segmento de tangente conduz; 
эдт, determine o raio. onduzido por P 


até um ponto P, 


de m 


—2 Resolver: 
Os catetos de um triángulo retángulo medem 3m e 4m. Determine a hipotenusa, a altura relati 
| va а hipotenusa е às projeções dos catetos sobre a hipotenusa. 
W termine o menor k inteiro positivo, de modo que a menor altura, e as projeções dos catetos 


% b) De В “A 
sobre à hipotenusa, de um triângulo retângulo de catetos 3k e 4k, sejam números inteiros. 


Uma diagonal de um trapézio isósceles determina, com a base maior e um lado, um 


" 900 triángulo retángulo. Determine a área desse trapézio nos casos: 
% a) O lado oblíquo às bases e a altura do trapézio medem 2413m e бт. 
p) As bases do trapézio medem 30m e 34m. 

c) A base menor mede 32m e o lado oblíquo 4410m. 

d) A base menor e o lado oblíquo medem 6m e 6m. 


18, С 


90 1 А altura Telativa à base de um triângulo isósceles mede a metade da base. Uma 
circunferência de 20m de raio, com centro sobre a altura relativa à base corta a base 
em dois pontos que juntamente com o pé da altura a dividem em 4 partes iguais. Determine a 
área do triângulo sabendo que a circunferência passa pelo vértice oposto à base. 
902 Da figura ao lado sabemos que BC = 10m, FE = Е 
11,25m е ED = 0,75m. Determine os catetos do tri- 


ё ângulo ABC. A 


903 Resolver: 


a) Quanto medem os catetos de um triângulo retângulo cujas projeções sobre a hipotenusa medem 


9m e 16m? 
b) A medida da altura relativa a hipotenusa de um triângulo retângulo é 24m e a diferença entre as 


medidas dos catetos é 10m. Quanto mede a hipotenusa? 


Lembrando que cada cateto de um triângulo retângulo é a média proporcional entre 


904 a sua projegáo sobre a hipotenusa e a hipotenusa, demonstre o teorema de Pitágoras. 
AO (EE TIUS HAS HUP AAA Es 
905 Sendo h a altura relativa a hipotenusa de um triângulo retângulo de catetos һе с, 

1 1 1 


mostre que „= 5 + 2 
В 


MENU DS ss TT < 
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A. diagon: 16 TEXT 
906 бола! menor de um paralelogramo determina nele dois triângulos retân 


Se | = 4 a Г o { ; 
а projeção de um vertice sobre um lado determina nesse lado segmenos de RE 


l6m, determi | 
Ainar а ота e nem 
> ninar a área e as diagonais desse paralelogramo. a 
907 Mostre que o segmento de tangente comum a duas circunferéncias tangentes EC 
hamente é a média geométrica dos diâmetros dessas circunferências, 
908 À reta por A, paralela a hipotenusa BC de um triângulo retângulo ABC, intercepta 


as retas BN e CM, onde N é o ponto médio de AC e M é o ponto médio de ARE 
pontos D e E. Mostre que BD? + CE? = 5 . BC". 


909 Mostre que se as diagonais de um quadrilátero convexo mess die doge então q 
soma dos quadrados de dois lados opostos é igual a soma dos quadrados dos outros 
dois. 


91 0 Um hexágono equilátero cujo lado mede a està inscrito 
num semicírculo como mostra a figura ao lado. Determi- 
ne O raio desse semicírculo. 


91 1 Os catetos de um triângulo retângulo medem b e c, a hipotenusa a e a altura relativa 


a ela h. Mostre que o triángulo cujos lados medem (b + c), h e (a + h) é também 
triángulo retángulo. 


91 2 Levando em conta as medidas indicadas na figura 
ao lado, mostre que: 


айр аза st 3b^— ағ b) apq = h’? 5 


2 
554 


- Int 


a Y 
CE 
CIA 
Como eles sáo semelhantes, obtemos: 
Базар; 
а а! 
СТЕ b' r с аһ ча! а Mb. ae! 
a | | ES 
C c' 
b b' b" 
а а а 
С с! с" 
e que: Í=== = — = (I) 
Not d a а! а" 
b' b" 
Р 2 =2 = (Ш) 
e с с" 


Como todos os triângulos retângulos que têm um ângulo agudo В são semelhantes 
obtemos que: A razão entre o cateto oposto а B e a hipotenusa, em todos esses triân- 
gulos é a mesma (1). А razão entre o cateto adjacente a D e a hipotenusa, em todos 
esses triângulos é a mesma (II). E a razão entre o cateto oposto a B e o cateto adjacen- 
te, em todos eles é a mesma (Ш). Para cada uma dessas razões daremos um nome. 


píTULO т ge d ? 
Razões Trigonométricas 


rodução 
¿rios triângulos ret 


B- Seno, cosseno e tangente 


Voltando a nossa atenção para um dos triângulos retângulos, definimos: 
1º) Seno de um ângulo agudo é a razão: cateto oposto sobre a hipotenusa. 
2º) Cosseno de um ângulo agudo é a razão: cateto adjacente sobre a hipo- 


tenusa. 


ângulos com um mesmo ângulo agudo B. Como eles 
B e um ângulo reto, pelo caso AA de semelhança podemos afirmar 


los são semelhantes entre 51. 
ulos agudos têm a mesma medida. 


| 
= 


С) 


II 
| 


- 
> 


E 


- 
> 


осі|се|ое|с 
со 


С) 
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m = a — Exercícios de Matemática — Vol. 6 Ж 3 
angente de um à ao ; x ~ D А i 
angulo agudo é a razão: cateto oposto sobre o adjacente. Fa e qu" 
sen B = Cat. oposto 4 
hipotenusa Г 
соз В = Cat. adjacente 
hipotenusa 
cat. adjacente 
қ 45° 2 
№ ѕеп В E A 
ote que: — E pp —,|t peo 
cos B с cos 3 E^ 5 
а q 
Podemos também escrever: 
© E ч 
sen y = — 
а 
Cos y = b E. 
a % : 
tg y=2 E 
b дс 
Obs.: i 
E 
17 B sen y 
19 TRA tr tg Y — 
cos Y b b COS y 
a 
29 sen В = cos y ==, cosD-seny -— е teB.tgy=-".=10u tgp- 
" 5 с Б БҮ 
1 
39B +7=90º = sen В = cos y, cos B = sen y tg B= tg y 
S 


senB=— = b=a.senb 
4º) Note o seguinte: 


cos В = 


=> c-a.cosp b 


Dios |с 


Então: 
• Um cateto é igual ao produto da hipotenusa pelo seno do 


ángulo oposto. 
• Um cateto é igual ao produto da hipotenusa pelo cosseno do 5 


ângulo adjacente. 


matemática — Vol. 6 


— 


(T 

с! e rando à ângulo de 45º 
Dri s : com 
em lado mede a diagonal d é dad: 7% 
| » se o ladc a diagonal а é dada por a/2 d = ad^ 

e que: E 2) temos: 


2. (form 


105) 


[at а 
//46% 


C 


30º, cos 30º, tg 30º, sen 60º, cos 60º, tg 60º 


- sen | 6 | | 
E do que uma altura de um triángulo equilátero é mediana e bissetriz e que se 


Lembran 


я ау 3 | 
o lado for a à altura h é dada por h = xp temos: 


һ-2У3 
i 2 
ley 
) | 


E E : | Ү/ 
a3 *ercícios de Matemática — Vol. 6 2 pr E 
веп 60°— А _ 2 A жак ^ 40 
: di а 2 - 4 
: | sen 60º = уз 
cos 60º = A ма 2 
а 2 = | cos 60º = À 
ay 3 д. qo 
teens ht tg 60º = 43 {2 
5 DU 2 = 2 м. 3 
а Ee 3 
n 


sen 30º = cos 60º = 


Resumindo: sen 45º = cos 45º = 


Obs.: O triângulo retângulo isósceles e o triângulo retângulo com 30º e 60º são tão 
usados que vale a pena destacar o seguinte: егін 
19 No triângulo retângulo isósceles, a hipotenusa é igual o cateto multiplicado por 


2 eo cateto é a hipotenusa dividido por N2: 


459 DS 
E NOD d “а 
is [m 
45? [e] — e 
[e a а 
ДЕ 


gudos são de 30° е 60°, a hipotenusa éo 


2°) No triângulo retângulo cujos ângulos a 
l o menor multiplicado por 43 e o menor 


dobro do cateto menor, o cateto maior é igua 
é igual ao maior dividido por va à 


h 
AN кв РЕ 4x) 
Dj 60º 
a k E 
2 3 
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/, 


еее 


ғ 


- Areas , 
p Área do triângulo 
o triângulo em função de dois lados e do ângulo f. 
gulo formado Por eles, 


рі 
Área 
b 
0 = 1 аһ 
2 sen Ө 


а 


_ah 


S 


2 
Achemos h em função de b: sen0 = > > 


A a.h a.bsenO 1 
Então: S= —— = ———— < 
2 > => a оол: 


a do paralelogramo 
aralelogramo em função de dois lados e um ângulo. 


p2- Áre 
Área do P 


on i 
7» Ж? S=abseno | ou ES ab senf | 
а 
eremos que: a. + B = 180º => sen 0 = sen p 


gramo é a união de dois triângulos congruentes. 


S=2[S (a)]=2| та о 


рз – Quadrilátero | 
Área de um quadrilátero dadas as diagonais 6 0 ángulo formado 


por elas. 


ae b são as medidas das diagonais: 


Em trigonometria V 
De fato: O paralelo 


De fato: Tracemos pelos vértices retas 
paralelas as diagonais. Obtemos dessa 
forma um paralelogramo que é o dobro 
do quadrilátero em questão: 


rcícios de Matemática — Vol. 6 


REA antecedente е о conse- 
91 3 Escreva outras duas razões iguais a primeira, de modo que о ап пзе 


quente sejam medidas de lados dos triângulos, NO 


p e 
а C 

b 
t С 
» E 
[e| а b 


5 casos: 


хів 


ШІ 
¡PE ЕН 
С 
5 onda as perguntas: 
91 4 Levando em conta as medidas indicadas nas figuras, resp р 


b) Qual о cateto adjacente à o? 
d) Qual o cateto adjacente а B? 
f) Qual o cateto adjacente a б? 
h) Qual o ângulo agudo adjacente а x? 


à) Qual o cateto oposto а о? 
с) Qual o cateto oposto а В? 
e) Qual о cateto oposto а Y 

g) Qual o ángulo oposto a x? 


915 


Determine, em fungáo das medidas indicadas na figura, as Sẹ- 


guintes razões: 


cateto oposto a O cat. op. 
д а p | ъунепш=-———— = 
cateto adjacente a O hipotenusa 
cat. ad). cat. op. 
208 арава ШЕР 
hipotenusa hip. 
cat. adj. cat. op. 
е) cos p= f tgp- == 
hip. cat. adj. 
916 De acordo com as medidas indicadas nas figuras, determine as razóes, nos casos: 
> . 


a)seno Б) ѕеп В с) cos 0 d) cos | 
g)seny  h)senó 1) cos y )) cos 4 É E 3 | Ы à 


917 Determine sen o, e cos В nos casos: 
5 
12 ©, 
а) 27 á 
a MN b) 25 
8 ` с) 
45 225 
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prole! 


=. 


Determine cos O nos casos: 
Determine tg Q nos oec TEES 
O 
b) 
A 
26 


do uma régua milimetrada determine o valor apro 


" 


Utilizan ximado da razáo pedida 


922 em cada caso: 
a) sen 0 Б) cos 0. c) tg O 


E Sa E 


923 Em cada caso é dada uma razão trigonométrica. Determine "TT 2 


2 
2 Jiga 


jma-- яғ” 


„0° 
E 72 
Mi c . Exercícios de Matemática _ v а” 
OI. 6 
d) cos © = 5 


P | 92 2 
) sen Q = a o 2 
9) di 
L, * 
2X-5. К шем 
924 Dada uma razão trigonométrica, determine x nos casos: œ 
5 ZA 
a) sen q = > 4 
b) tgp = 2 929 
. С 
¿Ane 
ot? 
as ВЕ 
a A 
0) 5 6 
925 Dadas duas razões, determine as incógnitas nos casos: e) dm 
4 1 8 4 )% 
a) tga=— toB=— 22 ant. 
3 gp 2 b) sen о. Бар E 93 
É 36 y 
CAN d 
y 25 0 a) 
L 
926 Determine as incógnitas nos casos: 
4 3 7 3 
a) tg & = — , cos В =-— b) tg a = — ,cos В == 
уйе соз MEP à) 
g 
927 Determine x nos casos: Ж 
| 1 5 3 3 
| a) fpa. b) cosp== с) кос ре d) ga=" 


ARAN! 


Жер Matemática — 
женге: 22 AD dir 


Determine x nos casos: 


Lembrando que a diagonal de um quadra- 
do de lado a mede ay2 e que a altura de 


d triângulo equilátero de lado a mede a como mos- 

l 

835 figuras seguintes, determine os valores, nos casos: 
a) sen 45º b)cos 45º c) tg 45º d) sen 60º 
ЧЕ НО” в) sen 30 һусоззо 


a 


Determine o valor de x nos casos: 


931 


Determine x nos casos: 


| (р) 
d | x 
ІН à) 
| ЖЕЛІП 


8 : Exercícios de Matemática — 


932 Determinar 


as incógnitas: 


93 5 Em cada caso temos um triângulo isósceles. Determine x. 


20 > 36 
b) 
ES 
936 Em cada caso temos um trapézio isósceles. Determine as incógnitas. 
6 24 
[д 


937 Em cada caso temos um trapézio retângulo. Determine as incógnitas. 


643 


cio dalMatomética — Vol. 6 


ty o ЗЕ 


0 А X 
4 X 3 6 b) 


“су 
5 o X 
y 60 760 2643 307. 


Determine Œ nos casos: 


939 

/ OL 
EC 

[e] 


a) 
d) ES AWA 


6 
e) f) 843 
Aa 24 [e| 
Determine cos Q nos casos: 
E 940 
j Isósceles (2р = 84) b) Trapézio isósceles (2р = 120) 
20 
36 
REA 941 Determine sen Q nos casos: 
a) Isósceles (2p = 64) b) Trapézio isósceles (2p = 168) 
34 
24 A 


9 49 Determine tg o nos casos: 


a) Isósceles (2р = 96) b) Trapézio isósceles (2p = 128) 
28 


o 48 


> 


36 


| 376 


943 БЕ - 


Detern 
: iine 
(Unidade das a área do triángulo nos casos: 


medidas: m) 
2 E 5 У. 
а) hs > 24 j Ж y 
zie O Або: КЕ D h 


E T "es Р 
< 
E” 
944 Determine a área do quadrilátero nos casos: (A unidade das medidas é q Metro) 
a) Retângulo b) Paralelogramo с) Багаа овтапо A 
AA 
€ 
Ea 
d) Paralelogramo de 
16 E 
a 6 18 
945 Determine a área do polígono nos casos: 
a) | Paralelogramo c) Trapézio isósceles 
E 
224 
14 
d) Trapézio isósceles (2р = 44m) e) Trapézio retângulo f) Trapézio 
15 ШЕ E | 
| a 
| 8 8 
А 
| 946 Lembrando que um cateto de um triângulo retângulo é igual ao produto da hipotenusa | 
pelo seno do ângulo oposto ou pelo cosseno do ângulo adjacente, determine x ©} 
nos casos: 
X 
Y 
X 
a) b) c) d) y А 


vícios de Matemática — Vol. 6 
Э Аас 
Ре 


Determine х е у nos casos: 


947 


GR » 
Lembrando que a diagonal de um quadrado de lado a vale aJ2 а : 

948 Он - » determine, sem 
usar seno, cosseno, tangente e o teorema de Pitágoras, as incógnitas: 

temos a metade de um quadrado) 


(EM cada caso 


JA x / 
A x 6 


y 8 X 
| ACTAS DAA 
45 45º y N 
PARAS 
49 | a e: aJ3 
9 Lembrando que a altura de um triángulo equilátero de lado a é dada por m 


rmine, sem usar seno, cosseno, tangente e teorema de Pitágoras, as incógnitas. Em cada caso 


t 
E. 4 metade de um triángulo equilátero. 
b 28 X 6 y 18 
a) b) с) 4) 
X < > 
[e] X le] [e] Ie] 

6 

| NI 

| Уу. 
Б: е) f) 30º h) 
| 950 Se dois lados de um triângulo medem a e b e formam ángulo q, mostre que a área S 


do triângulo é dada por: S = 5 a b sen о. 


E 951 Determine a área do triángulo nos casos: 
ДІ 
i 1 Ж s 
a) “As b) x c) inca 
952 Determine а razão entre as áreas dos triângulos nos casos: 


20 
3) 15 


d 

A 05 

> (d 
9 E Exercícios de Matemático ж” 
а — Vi 
53 Os pont 4 
os assinz 

Partes iguais ег ados sobre os lados do triângulo os dividem em | 
etermine а razão entre as áreas dos triângulos. ED 
954 jc 


Mostr 
е que s 
| endo о obtuso, como mostra a figura ao lado, a área do 


triân ] Ü ( 
gulo ser á dad: a por: S= = — a b sen (180º ^ a). p 5° 
2 А f 
955 Determine a 


área dos triân gulos: 


) 9274 
o~ » Ы; 1552 с) 1202/16 
10 14 


Um 

DO NENNEN NN 019 

956 Se dois lados consecutivos a e b de um paralelogramo formam um ángulo оро Un 

então a sua área S é dada por: S — a b sen (180? - о) Sa da 

Determine a área do paralelogramo, nos casos: _ — ^g 

do / с БАРАР 4 

а) ze c) | 
b) 

958 Determine a área do quadrilátero nos casos: 0) 

a) As diagonais medem 20m е 30m b) As diagonais medem 12m e 15m к 


So 


9 59 Resolver: 


a) Um ponto de um lado de um ângulo de 30° dista 15m do outro lado, quanto ele dista do vértice? 
b) Um ponto de um lado de um ângulo de 45° dista 20m do vértice, quanto ele dista do outro lado? 
c) Um ponto de um lado de um ângulo de 60° dista 18m do outro lado, quanto ele dista do vértice? 


960 Resolver: 


a) Um ponto de um lado de um ângulo de 60° dista 28m do vértice. Quanto ele dista da bissetriz 
desse ângulo? ! 

b) Um ponto de um lado de um ângulo de 60° dista 24m do outro lado. Quanto ele dista da | 
bissetriz do ângulo? | 

с) Um ponto de um lado de um ângulo de 60º dista 10m da bissetriz. Quanto ele dista do outro 


lado? 
ET ылыы O o ЖИЛЕ 


ne de Matemática — Vol. 6 
parodia Se" Е 
E 


961 Resolver: 
um ponto interno de um ângulo reto dista 8m e 15m dos lados do 4 
І E ‹ : £ ân 
al се do ângulo? gulo. Quanto ele dista do 
A ponto interno de um ângulo reto dista 6m e 16m dos lados de um 4 
b) im da bissetriz do ángulo? ângulo reto. Quanto ele 
15 É ne A LA . 
© ponto de um ângulo reto dista 54 2m de um lado e 4m da bissetriz do à 
i қ (а do outro lado do ângulo? ngulo. Quanto ele 
dis 
р Resolver: 


onto interno de um ángulo de 60º dista 6m e 12m dos lados do ângulo. Quanto ele dista da 


z desse ângulo? 
mo de um ângulo de 60º dista 6m e 24m dos lados desse ângulo. Quanto ele dista 


) Um ре 

pissetr 
pompono a 
da bissetriz desse ángulo? 


963 


з) A diagonal de um retángul 


Д lados- 
<< b) AS diagonais de um retângulo medem 20m cada uma е formam um ângulo de 30º. Qual é a 
értice e a diagonal a qual ele não pertence? 
Om e um de seus ângulos mede 135º 


Resolver: 


o mede 12m е forma um ângulo de 30º com um lado. Determine os 


distância entre um у 
о) O lado de um losango mede 1 


losango? 
964 Resolver: 


a) Um losango tem 48m С 
b) As bases de um trapézio ret 


. Quanto mede a altura desse 


de perímetro e um de seus ângulos mede 120º. Determine suas diagonais. 
ângulo medem 10m е 19m e ele tem um ângulo de 150º. Determine 


ad a altura desse trapézio. 
c) A base menor de um trapézio isósceles mede 10m e o lado oblíquo, que mede 32m, forma um 
ángulo de 60" com uma base. Determine sua altura e a outra base do trapézio. 
do 965 Determine a área do triângulo em questão, nos casos: 
outro lab 
oi a) Triângulo retângulo com um ângulo de 30º e hipotenusa de 12m. 


lo de 60º e o cateto oposto de 12m. 


m e ângulo oposto de 120º. 
base mede 15m e o ângulo da base 45º. 


b) Triângulo retângulo com um ângu 
c) Triângulo isósceles com base de 30 
d) Triângulo isósceles cuja altura relativa à 


966 Determine a área do trapézio retângulo em questão, nos casos: 


a) А base menor mede 10m, a altura 6m e um ângulo 45º 
Ju b) A base menor mede 12m, o lado oblíquo 12./3m e um ángul 
4 c) А base maior mede 30m, a altura 2043m e um ângulo 120º 
d) А base maior mede 43m, o lado oblíquo 244 3m e um ângulo 150º 


o 150º 


380 


967 


a) Um ângulo m 


— — Exercícios de Matemático 
ER 
Determine a área do Paralelogramo em quest. 


ede 60º e a Projeção de um Vértice sobre um 
b) Um ângulo mede 


30º e as Projeções de cada lado sobre 
10/3m. 


96 8 І determi n Sa área 


do trapézio esca] 
casos: 


ão, nos Casos: 


lado o divide em 
a reta do lado 


Partes de 12 me 10 
adjacente Medem 15 Er 
Me 


епо cujos à 


ngulos da base Menor são obtu 
a) A base menor mede 14m, um | 
о outro 1 


Sos По 9 о 2 
507 
ado oblíquo, que forma um ângulo de 30º com a base 1245 9) 
ado oblíquo 12m. ; 3m 
b) A base menor mede (7- V3)m, a altura 6m e os ângulos obtusos 120º e 135º. б 
Determine a área de um triângulo dados dois lados e o ângulo formado Por eles, no 259 
969 casos: S ) с 
; 
a) Os lados medem 8m e 20meo ângulo 45º 
b) Os lados medem 12m e lóm e o ángulo 30º 
30 50 ângulo 120º d 
с) Os lados medem 30m e 50m е o ángulo 
ângulo 150º 
d) Os lados medem 12m e 21m e o ángulo - 
970 Determine a área de um paralelogramo dados os lados e um ângulo nos casos: 97 
o o t 
) бт, 8m e 60º  b)20m, 30m е 45º c) 12m, 8m e 150 d) 20m, 20m e 120 3) % 
a , 
Em cada caso é dado o ángulo formado pelas diagonais e as diagonais de um quadri- 
71 3 etermine a sua área: А 
3 E | b) 20m, 30m е 45º с) 12m, 16m e 120 
a) 12m, 20m e 3 Р 
jo têm à Š °, a base menor de 12 m e o lado obliquo Е 
р а еМ » T ң ысу a sua área. 
972 adjacente ao ángulo de 60º de 18 m. 


Exercicios de Fixacáo 


973 Determine sen q nos casos: 


7 15 
2 
: E ; 
ZA a 


| ES 
| 974 | қ Determine cos o nos casos: 


гісіз de Matemática - Vol. 6 
/\ 2 AA 
pe ==> 


979 


Obtenha tg a nos casos: 


15 ap —— 63 p i 


г) ada caso é dad: A TASR : 
Em ca caso é dada uma razao trigonométrica. Determine x. 


5 S 5 қ 
соз Ое 
tg = — 
a с) 4 Ө 
к E 
SUM | X =. 
15 3 
ешр о SE A 209) 
8 f) sen о. 5 
o 9,< z 
75 NT 
36 
UR Xx 94 
% 
077 Em cada caso são dadas duas razões, determine x. 
4 4 4 
= 14072 b) tga=2,tgB=— 
NM з) 073: P7; ) tg spei 
^N 
X X 
s 
o [e| ÉS 
Determine o valor de x nos casos: 
є 978 


6 Q, 
4 5 av 1043 
jm b) ` 
[e] [ÉS 2 X = 


979 Determine o valor de x nos casos. 


Determine os valores de x e y nos casos. 


a) Retângulo b) Paralelogramo 
12 60° 
к=, 
y 8 
d) Trapézio retângulo e) Trapézio isósceles 


6 | 6 
ы | " 
| Ра (ES ET 
| | 987 
| 982 Determine o valor de x nos casos: A 
3 | 6 
3/3 | 60º 
a) b) | 
150° | 4) т 
| 
6 


983 Resolver: 
/ 


a) Um ponto de um lado de um ángulo de 60º dista 16m do vértice do ângulo. Quanto ele dista do 


outro lado do ângulo? 
b) Um ponto de um lado de um 
projeção ortogonal desse pont 


98 4 Resolver: 


a) Um ponto P interno de um ângulo reto dista 4m e 8m dos lados do ângulo. Qual a distância 


entre Р e o vértice desse ângulo? 
b) Um ponto interno de um ângulo reto dista 4m e 10m dos lados do ângulo. 


desse ponto à bissetriz desse ângulo? 


ângulo de 30º dista 6m do outro lado. Determine a distância da 
o sobre este outro lado até o vértice do ângulo. 


Qual a distância 


c) Um ponto P, interno de um ângulo reto, dista, respectivamente, “те Эт де um lado € da 


| | nt d) Um ponto p interno de um ângulo de 60º, dista бтп е 9m dos lados desse ДІ 


ІШ distância entre P е a bissetriz do ângulo? 3 


gulo. Qual à 
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| 
985 Determinar a área NOB " 5 nidade das medi | 
S Casos (unidade das medi ав МИ 
| | :didas: metro) 
| ) с) Retángulo 
10 605% -12 M 
| | | E 45 
ly (202... [e ^ el Es S 
%, À d) Ret ângulo e) Retângulo 0 Earalelograma 
| ; g) ios 


60% 18 E 


A | 
Determine a área do polígono nos casos (unidade das medidas 
5: m) 


986 


c) Losango d) Losango 


ES 2 


oN Determine a área nos casos: 


b) Paralelogramo 


Бес 


d) Trapézio e) Losango f) Trapézio 
— Г 
p 7 
. Quanto ele di 130" 60º 
mine a disini 988 Sendo a e B as medidas dos ângulos agudos de um triângulo retângulo, mostre que. 
lo sen O 
а) sen 0 = соѕ В Б) 60- с) sen? a. + cos” a = 1 

wu | cos O 

989 Determine a área do paralelogramo nos casos, sendo o metro a unidade das medidas 
А (ші іш indicadas. 

" 
"n a) opa 
} 308518 77 
B 


y 
ай $ 0) AC = 16, BD = 24 жазы 
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990 


a) Trapézio com AB = 8m 
AC = 20m e CD = 30m 


Determine a 4» DoR 
etermine a área do quadrilátero nos casos: 


segui ndo o metro a unidade das 
991 Determine a área do quadrilátero nos casos à seguir, se 


medidas indicadas. 


b) 


92 ] 1 1 . Sabendo que 


formado pelas bissetrizes de seus ângulos internos. 


993 Na figura temos um quadrado e um triângulo equilátero. Determine as incógnitas. 


b) 


995 Resolver: 


a) Uma diagonal de um paralelogramo mede 20m e forma ângulos de 30º e 60º com os lados. 
Determine sua área. 

b) Uma base de um trapézio retângulo mede 16m e o lado oblíquo às base mede 24m. Se um dos 
ângulos desse trapézio mede 120º, qual é a sua área? 


c) Um lado de um triângulo isósceles mede 30m e um ângulo dele mede 120º. Qual a área desse 
triângulo? 


Resolver: 


№ 9 йа onal de um trapézio retângulo determina nele dois triângul 
> за e angulos reta 
е3 ) ШШ pézio mede 24m e um dos ângulos dele mede 30º qual é As , ángulos. Se uma base 
2 'ape^ zi c л д ^ PV, que a sua área? 
2 triángulo ABC, com BeC agudos e B=2C, sabemos que a 
um 0 9) ` tarada adia A ^ S Projeções d 
p) үй И BC medem 2m e 8m. Determine a área desse triángulo. € ABe AC 
0 ге uu 


* Exercícios Suplementares 


E — Determine a área (unidade das medidas: metro) 
q 
е \ 


à 9 b) Paralelogramo с) Retângulo de diag. 16 
3) E. 
10 2 12 
09 
E A 
diagonais 8 e 12 e) f) Trapézio 
logramo de 
d) parale Е 45° 4 
SUN ? 8 
ben 4 M 
0 ТЕ 
Resolver: 


ESA 
"its, 998 


onto P, interno de um ângulo de 60º, dista 3m e 6m dos lados do ângulo. Determine a 
| са entre Р е о vértice desse ângulo. 

onto P, interno de um ângulo de 30º, dista 3m de um lado e 3,/13т do vértice do ángulo. 
| кз esse ponto dista do outro lado do ângulo? 


xterno de um ángulo de 60º, dista 943m e 343m dos lados do ângulo, sendo que 


onto P, е Dicite 
B prue rtice do ángulo. Qual é a distáncia entre P e a bissetriz do 


nenhuma destas distâncias é até O уе 


ângulo? 


Determine a área do triângulo nos casos abaixo, sendo o metro a unidade das medi- 


999 das indicadas. 


és 
6 6 
) E) 2 EA ар 
8 


1 000 Resolver: 


a) Dois lados de um triângulo retângulo medem 5m | 
b) Duas retas concorrentes г е s formam um ângulo de ES 
Bes e AP = BP = бт, onde (P) = ras. Determinar Ab. | Ду 
| i . Determinar а are 
©) As bases de um trapézio retângulo medem 4m е 12m e um outro lado 10m 


deste trapézio l , Т 
А ângulo da base. 
d) As bases de um trapézio isósceles medem 8m е 16m e a diagonal € bissetriz do ângu 


e 4m. Determinar o terceiro lado deste triángulo. 


. Dois pontos A e B são tais que AET, 
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Determinar a áre ын às bases med. 
е) А altura de um trapézio retângulo mede 15m e uma base 10m. Se o lado A 
17m, determinar a área do trapézio. 


1 001 Resolver: ; aa 


a) Dois lados de 
são perpendic 


b) De um p 


a deste trapézio. 


um quadril 


а de 1207. Se estes lados 
átero medem 6m cada um e formam um ângulo 
ulares 


: 4 uadrilátero. ___ к | 

aos outros dois, determinar a área к а ense ЕРА doe a 
eca 2 50 : 

aralelogramo ABCD, А? é а projecáo ortogonal de 


i A ramo. 
B, A’ D = бте A’ C = 10m, determinar a área do paralelog 


i io deste círculo. 
| terminar о raio 
c) Um círculo está inscrito em um setor de 60? de raio 12m. De | 
; Are: triângulo nos casos: 
1 002 Dada uma razão trigonométrica determine a área do triang 
4 
2 >a c) tg O = 3 
a) sen q = E b) соз oi d 
y 5497 
10413 A8 
DS 
60 
45 40 
i а casos: 
Determine a área do trapézio em questão nos 
1003 E сы, 
4 _ 5441 Y) A ES 
a) PS r 
943 
20 


EN 


| e b dos lados. 
to de intersecção das diagonais de um paralelogramo dista a 
onto : : 
1004 VN o o ángulo agudo, determine a área. 


capítulo is 


Relações Métricas 
no Triângulo Qualquer 


os e uma projeção 


- Lad 
-Теогета д 
1 » do lado oposto а um ángulo agudo de um trián 


adrade қ 
2% и: 2 п 1 
0% ados dos outros dois, menos o dobro do produto de u 


ee é igual a Soma dos 
m lado pela Projeção do 


І 
tro sobre ele 
) КІЛТІ С) 
x e 
pemonstração* очы 
o Pitágoras nos dois triângulos obtemos: 


Dd Aplicando 


b=h Em > h^ b m 


a? =h’ +(c-m) 


а2 = b2? — m? + c? — 2cm + m? = 


А2 - Teorema 


O quadrado do lado oposto à um ângulo obtuso é igual a soma dos quadrados dos 
outros dois, mais O dobro do produto de um deles pela projeção do outro sobre a reta 


que o contém: 


Bc x 


Demonstração: Aplicando o Pitágoras nos dois triângulos obtemos: 
b?=h? + m?=>)h?=b? - mí 
a^-h^ + (c +m 


узы _ 


| 

qto 

| | Exercícios de Matemática Ns 

~ Lei dos Ens O О, 
2 0 

Теогета dos со 'Ossenos w ТУЙ 

quadrados a эзепоз: “O quadrado de um lado de um triângulo é igual a Soma do 7% q? 5 

O ángulo E Outros dois, menos o dobro do produto dos outros dois, vezes o Cossen, a 05 у 

VEL ormado por eles. ^ " 


€ a A 
ale nos dois casos: 


5; а b Баб #0 
4 TE a (Pe a 
OL E (а —b +c 2bc Cosa ge 
/fe \ Ra cosa | М се 2 
с с 


7) o 
Demonstração: Ж 
1% caso: O ângulo formado pelos outros dois lados é agudo. 2 52 


m 
1º) cosa =" = 
b 


2º) Aplicando o teorema do item Al e substituindo o valor acima: 2 


2 2 2) 
a2 = b? + c? — 2cm > a? = b? + c? – 2c (b cos о) = а? = b“ +c“ — 2bc cosa 


2° Caso: O ângulo formado pelos outros dois lados é obtuso. 
Neste caso vamos usar a seguinte informação conceituada em trigonometria: “Se dois 

~ es 23 
ângulos são suplementares, então os seus cossenos são opostos . 


Isto é: [a+B=180º| = 


Por exemplo: 

cos 150º = — cos 30º, cos 100º = — cos 80º, 

cos 10? — — cos 170? cos (180º о ) =— cos & 
Lembre-se: cos В = – cos O 


1º) cos = — n Ios > 


m=b(-cos09) > Гавана 


2º) Aplicando o teorema do item А2 e substituindo o valor de т 
obtido acima: 


буге 
a -b'tct2em- а2 = 2 +c? +20 (-Ьсоѕо) 5 |а? =Ъ +c? —20ссо$@ 
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E (ql 
_ Natureza de um triângulo 
os as medidas dos lados de um triângulo, é 
angulo ou obtusângulo. Basta compar 
acute irados dos outros dois. 


- qual : 
dc nos usar da trigonometria que se O < а < 180º, então: 
уаш" = 


possível descob 
armos o quadrado do | 


(4 


rir se ele é r 


ad etángulo, 


O maior com a soma 


a é agudo <> cosa>0 
ax é obtuso > cosa<o 


“dere UM triângulo ABC com А = а опіеаёа medida do maior lado. 
г E qe b2 + c? já sabemos que o triángulo ABC é retângulo (recíproco de Pit 
C 42 < b? + c?, usando a lei dos cossenos: 

AMOR с2-2Ьс cos à > b? + c? = а? + 2bc cos e a? < b? + c? 


“ > = 
2 <а? + 260 cos Œ => cos Q > 0 o é agudo 


se 0 maior ângulo do triângulo, no caso о, é agudo, os outros dois também serão. 
Então O triângulo é acutangulo. 


| а? «b^ +с? = A acutângulo | 


DR? | 
3°) Se а2 > b? + с^, usando a lei dos cossenos temos: 


2 bo соз о => b^ -t c^ —'a^-* 2be cos О. 
N ДЕ 2 2 2 
2>Ь?+с — а? > а? + 2bc cos O => 


0 7 А 
р cosa<0=> — | A obtusângulo 
аҹ a? > b? + c? — A obtusângulo 


Resumindo: | ч \ 
sendo а а medida do maior lado de um triângulo onde os outros dois medem b e c, 


ágoras). 


temos. 


a? = b? + c? <> triângulo retângulo 
a? < b? + c? > triângulo acutángulo 
a? > b? + c? < triángulo obtusângulo 


D - Relação de Stewart 
D1 - Ceviana 
Ceviana é um segmento com uma extremidade num vértice e a outra no lado oposto. Se a 


pu -extremidade no lado oposto for ponto médio, como já sabemos, ela é chamada mediana. 
[M A 


i — -- -- X 1 
AP, AQ, AR são cevianas. 


390 


PP 


Exercícios de Matemática — Vol. 6 


D2 — Teorema 
Considere Uma ceviana 


XM qualquer AP de A 
Medidas in dicadas, chan q de um triângulo ABC. Levando em conta as 
A 


tamos relação de Stewart a seguinte igualdade. 


a^x +Ъ?у — z/c = хус 


|lN-——— SE 
T | 
Demonstração: 
Aplicando a lei dos cossenos nos dois triângulos e lembran- 
do que cosf = — cos о, obtemos: 


b?=x?*+z?-2xz (- cos ©) 


a^ =у? +z’ —2yz cosa a^ =y? +z —2yzcos © 
=> 
b? = x^ +z’ - 2xz cos В 


а =у? z^—2yz cos a (x) 
— 
= х? +z’ -2xzcosa (y) 
2 2 2 
a X=Y x+2Zzx-— 2xyz cos O 


xyz COS (t (somando as equações) 


Bex bay Ух Xy EZX + z2y 
ax+by=xy(y+x)tz?(x+y) comox+y=c: 
ax + b2y = хус + 22с 


Е- Mediana 
A mediana relativa ao lado a (m,) de um triângulo ABC é dada por: 
A 
b с 
С а а а В 
2 2 
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arcícios 
` ре | ; 
\ onstracáo: Aplicando a relação de Stewart obtemos: 
| pe оз m, = m para simplificar: T 
| p 2 2 m?.a-a ad o 
ЕС ide қата.-. d 
p? Л 2 D Z sw 
» 24m = ds a г а 
2b "om , q ^ 2 É 5 
4 RED + e) a >> 
І 
2 2 2 1 | 
m= AOE )—a I DEN 
b 
; AN pa mesma forma obtemos: 
\ 
МА 4 = 126 +С 2) + m, = 2h? +2) с 
b 
CNN 
| = Altura 


А ira relativa ao lado a (h ) de um triângulo ABC é dada рог: 
р(р- а) h, =2 рур 50-9) | bp — с) 


a+b+c » — 
onde p- —5 — (p é o semiperímetro) 
Demonstração: 
b с 
a+btc , mec 
=== € 0 Semiperimetro: 
п 


19 Sendo 2p =a +b +c, p= 


Podemos então escrever: 
a+b +с-— 2с = 2p – 2с = 2 (p - с) 


ADC = 
Еа в с 2) = 29 MOP) 
DEN а а 00а 2а = 2р — 2а (р-ға) 


m?’ +h’? =b’ (1) 
Sabemos que: c?=a?+b?+2am (Ш) 


(+) significa que o ângulo oposto а e pode ser agudo ou obtuso. 
2 2 


2 
с-а – Б 
(II) m = x ————— ——— , Substituindo este valor em I obtemos: 


СО зоока 

E рм => 4a?h? = 4a?b? — (c? —a? - b^ = 
а 

5 47h? = [даь + (c? -a? —b?)] [2ab- (c^ -a° - b^)] = 
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еу n fe? E Eo PM (a^ + 2ab + b?) — 02] = 
= [c x 355] [(a + b)? CS 
4a“h = [с+а-– E l E $7 
O | le-a+ b] [a+b+c] [a+b-c] "o 
D Seb] [b -- c а] [a +c- b] [ab ( ай 
е acordo com o item l temos: 02 : | 9^. 
21.2 ) 
tah =2р.2р-а) 2р-ь). 2-0) ne 
ah? = 4p (p — 2 
4p (p — a) CED O Es ^ р(р-а) (p-b) (p-o wf 
a 
Da mesma forma obtemos: | 
o 


pose 2 
» = VP (р-а) (p-b) (р-с) e һ, ==. pipa) (pb) (pao) 


G — Fórmula de Herão 
Para calcular a área de um triângulo em função dos lados a, b e c pode-se usar a fórmula. 


ЕС nece е ч 


асое 
onde p = ————— 
2 
Demonstração: b ^ 
a.h 


a 


Lembrando que S = 


h, == үр (р-а) (p-b) (р-с) obtemos: 
2 
2-77 р(р-а) (p-b) (р-с). Então: |S=./p(p-a) (p-b) (p- c) 


H – Bissetriz interna 
A bissetriz interna relativa ao lado a (s,) de um triángulo ABC é dada por 


a 
---.һ e que 
pu E 


^ 
b) Y jos de Matemática — Vol. 6 
N cie = = 
хе! == — 
p — NO 


onstracao: 


па acordo com o teorema da bissetriz interna temos: 
0 
19 „усе | p 
p bn=ac-c Dx 
m с n => | ед = b zw (v 
р = m (ст = ab — bm | ab 
gs vn — ER m= ——— 
с С a—m b+c 
ficando agora а relação de Stewart: 
y) um -52.а-ат.п-> 
yn АГ 3 
ab ab ас ЖЕ 907 с 2 
ас ,c?. —s/a-a. 5 A ue Gor Зс 
p b4c b+c b+c b+c tc OFC (ь--су 
-с)--с(Ы--с = bc б жа 
(лче р. ус 
dp 2 38 2 b L 
my жш (b+c) ( +c) 
q 
O TN .2p:2p=a) 
5 (b+c) ( с 
4bcp (p —a) h bcp (ра) 
= ^ bai 


(b + с) 
pa mesma forma obtemos: 


2 
é аср (р- b е 5, == vabp (p - o) 


gc 


- Bissetriz externa | Ч | 
А aid externa relativa ao lado a (s” ), se b for maior с, de um triángulo ABC é dada 
155 


Sá == be(p-bYp-c) 
C a 


rmula. 
бес for maior que b substitua (b — с) por (c — b) na fórmula 


1 


рог: 


Demonstração: | 
i | temos: 
1º) De acordo com o teorema da bissetriz externa 


b acm | T 
E > bm=ac+cm > WC 
? 

¡angulo ACS’: 
2) Aplicando agora a relação de Stewart no triangu 


b.m*s'a-c(a-m)-am.(a.m) 


і 
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ab*e 2 
per + sa ЖЕ | ac ab 
E Бес) ЕС Бс 
S а a^bc + bc^ (b — c) b^c(b 
b—c Dese 7 =>» ques с” -с)- b'e( -с) 
(b-c) (b-c) 
AA be 
(b-c) O e] 
2 be 


DE 57 bc A O E 
ERR = р-на 


,2 bc 
P pom diae) 26-0) s= be (p- b)(p— c) 


Da mesma forma, sendo por exemplo a maior que b e c, obtemos: 


2 
Ше 3c(p-—3) (p- c) e s; e Jab (p-a) (p-b) 
a—c ab 


e a for menor que b e c substitua (a — c) por (c — a) e (a — b) por (b — a). 


Obs.: Não é necessário memorizar essas fórmulas das bissetrizes interna e externa e a 
da mediana de um triângulo. E bom saber as suas deduções. 


J — Lei dos senos 
Teorema: Os lados de um triângulo são proporcionais aos senos dos ângulos opostos e 
essa razão entre o lado e seno do ângulo oposto é igual ao diâmetro da circunferência 


circunscrita. 


А; 
b 
же 
сИ IN seno. senf seny 


E 
у 4 Matemática — Vs 
q perece ge ame , 


monstração- 
e T —_ 
os o diâmetro dubios ec. 
o Trac em BP q ontém O € Unamos p 


“Note que о triângulo PCB é retângulo em С (esta P 
nicircunferência). y 


o to em uma sei 
с 


ue «СӘС, X ББ 
2) Como QUE 2 е Р- 2 -obtemos que P = Q 
a 
Ap ене (Аы => т- R 
pntão: 22 SR sen о 
b z 2R 
obtemos: = ез =n 
pa mesma forma sen В sen y R Ent 
a b C 
E = = 2R 


_Circunferéncias do triângulo 


1- Raio da inscrita 
ângulo circunscrito a uma circunferência de raio r é dada por 


A área do tri 
b с 
eq 
a 


u a+b+c LI 
onde p = ——— —— (semiperímetro) 


Demonstração: Unindo o centro aos vértices do triângulo determina- 
mos três triângulos de altura r, cuja soma das áreas dá a área do 


triângulo original. 
E г 
2» 


b 


Note que esta fórmula é útil para achar o raio r. р k 
Dados os lados acha-se a área S (pode ser por Herão, se | 
fórmula acima. 


lados forem racionais) e calculamos o raio Т usando а 


Demonstração: NC 
Da lei dos Senos obtemos: | 


1 
B5 b«c. sen o 


ubstitumdo I em II obtemos: Әт елен = 4R 


єз ; á ulamos o raio R 
Então, dados os lados, achamos a área S (pode ser por Herão) e calc 
usando a fórmula acima. 


K3 — Raio da ex-inscrita 


А circunferência que tangencia um lado de um triângulo e os prolonga- 
mentos dos outros dois chama-se ex-inscrita do triângulo. 

Para cada triângulo há três circunferências ex-inscritas. 

O centro de uma das ex-inscritas està sobre a bissetriz de um 
ângulo interno e sobre duas bissetrizes de ângulos externos. 
A área de um triângulo em função dos lados e do raio К, 
da circunferéncia ex-inscrita ao lado a é dada por: 


NA 


----------% 


5-(р-а)Е, 


"um 
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greicio? 


tração 
pem M por (ABC) a área do triángulo ABC temos: 


¡dica (ABC)=(OAB)+ F(OAC)- (овс) 


1 1 ] 
ud к ке -—с. DRESS 
> 2) К 2) 2 58 Ka 
im (c +b-— a) 
Q 2 , 
\ q - (a+b+o-—2a) 
c \ 2 а 
n 2p-2a 
| SS e => S= (p — a) RS 
q f 
N modo obtemos: S = (p - b) R, е5-(р-с) R, 
SA mesmo r . r r r 
0 ama forma que as duas fórmulas anteriores essa também é usada para o cálculo 
pa mé 
dos Г2105- 


Exercícios 


Escreva uma relação entre as medidas indicadas na figura, nos casos: 


LEN 


(97 54 


1 006 Determine x nos casos 


IS 


18 
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1 007 Em trigonometr КЕ —- ы 


la extendemos o concei 
SO. Se q é agudo e "MOS O conceito de seno, cosseno e tangente de ângulo obtu- 
180º (a e b são suplementares) são válidas as 


Telações: 


D é obtuso e q 4 p 


sen B — sen о; cos B = 
De o valor V 
a) sen 1409 — 


cos A etg B = tg o 
Ou F para cada sentenç 


а Nos casos: 


sen 40: b) COS 160º COS 209 с) tg 135º ER tg 459 d) sen 1 10º = sen 709 АЁ 
е) соз o T 
PICOS BLOG? - cos 80° f) tg 160°=-— tg 20° g) sen 120° = sg h) sen 150º = 5 9 
| 7 í BE 
i) sen 135º = 45. 
3 


E Й tg 120^ - — /5 к) tg 135º = - 1 DANSE Ту A 
1 JD 43 
M)160S11:20%= = x 9.2 2 к IES 
> n) cos 135º = > o) cos 15 2 43 
1 008 Levando em conta as medidas indicadas na figura, escreva a lei dos cossenos nos * 
casos: 
Nes 
y 3 c BND с ) 
o 38 
2) b) с) Ba 
x X 


Dado cos a determine x nos casos: 
1009 
Ш b) cos a 4 с) КЕНЕ » 
= — с = — = 
a) cosa 10 ) 9 7 
) 
8 9 X 

С 5 >- 
6 
10 X 


1 01 0 Determine cos a nos casos: 


1 8 18 16 
D p 12 с) 10 


Determine a nos casos: 


с. 


1011 


10 
14 
PA: E 
16 
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5 


p 
N й Determine x nos casos: 
In A 
% M | 1012 
lj Y | 4 
| É / N 12 
$n, A o 
nd | Jy XA 459 
) 4) po 8/3 4.5 
) E 
қ Т : 
W EN EN E 
i d X SX 
N Ss 
0 \_150° O 
NN | ч E 643 
0%. 
ы À Determine x nos casos: 
“4013 
X 10 
3/61 
N X 
| 60º b) 120º 
a) 
Ba 4 Aplicando a relação de Stewart determine x nos casos: 
2) 
4 10 
10 12 3 8 
| b) с) 
a) 
8 2 à 6 6 
Aplicando a relação de Stewart determine a mediana relativa ao lado BC, nos casos: 
г В 


А 
| | | 14 
8 12 " 20 
a) 
E 24 А 
В 14 С 


dianas, determine a relativa ao lado BC, 


1016 Aplicando a fórmula para 0 cálculo das me 


e nos casos: 
A B 
6 А à 
4) b) 
ый E A 10 C 


400 
= 2 = 
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017 о. 
-“ а Natureza (dizer se é 
А e "ег SE É reta y A а 1а 
Me em Os lados a, be КРМ ACE obtusángulo ou acutángulo) do triángulo dados 
5 ск э. 

е : b) 14; > 

) 13a; 12a e 15, ) 14; 48 e 50 c) 8; 12е 15 d) 6,709 
NA f) 18k; 24k e 30k g) 13k, 7k e 7k 


——— 


1 01 8 Aplicando a fórmul н 
/ 
/ 
1 


а de Herão, determine а área do triângulo nos casos: 

ANS 
b) 
10 5 BS 
6 10 

2 12 

d) 5 9 

8 
12 
Obs.: Nos itens d, e, f há modo melhor. 


1 01 9 Achando primeiro a área (por Herão), determine a altura relativa ao lado ВС do trián- 


gulo nos casos: 


A 


A B 
25 20 
17 
а) с) 15) 
[e] 
B 28 C B 7 С А 9 @ 
1020 Determinar а altura que se pede nos casos: (Ache a área primeiro) 
a) A menor altura b) A maior c) À maior 


12 8 13 15 11 
7 
12 6 


1021 Olhando a fórmula (não é preciso decorar) determine a bissetriz pedida nos casos: 


a) A bissetriz interna AS b) A bissetriz externa AS” 


A 
К. 
В 
E E С 
14 
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groícios x 
4 Зем 4 
22 Dados sen & e sen B determine x nos casi: AAA 
10 5 
2 TRS 
_2:senP==3 
gen o 4 8 
3) = / 
/ 24 
7 
\ Ba 
^ 023 Determine sen Œ nos casos: 
8 3 
b) sen |В == 
5 
40/ B 


44 UA, 


EN Determine x nos casos: 
% 1024 


b) 45º 75º с) A 


Determine a medida do ângulo agudo a, nos casos: 


i 1025 


i 


2042 20 ам 36 
2) b) 
A ГА 


1026 Determine o raio da circunferência circunscrita ao triângulo nos casos: 


— 


a) sena = ) b) c) d 


w 
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Det 
Crmine 
O Taio da ci 
1 Circ PRA е N 
a Circunferência Inscrita no triângul 
110 nos casos: 


a) E 
167” “14 
b) 
Sc — [IR 
1028 Determine o raj ; E 
rato da circunferência circunscrita ao triângulo nos casos 
> 
a) 11 ) 


1 029 Determine os raios das duas circunferências ex- 
inscritas indicadas na figura abaixo, sabendo que 
AB = 18m, AC = 14m e BC = 10m 


1 030 Resolver 


a) Os lados de um triângulo medem бт, 7m е 8m. Determine a natureza (quanto aos ângulos) do 
triângulo e a projeção do menor lado sobre o maior. 
b) Os lados de um triângulo medem 5m, 6m е 9m. Determine a natureza do triângulo e a projeção do 


lado de 5m sobre a reta do de 6m. 
c) Os lados de um triângulo medem 6m, 10m e 14m. Determine a natureza do triângulo e as proje- 


ções do menor sobre as retas dos outros dois. 


1 031 Resolver 


a) Dois lados de um triângulo, que medem 4m e 6m, formam um ângulo de 60º. Determine o outro 
lado. 

b) Os lados de um triângulo medem 13m, 15m е 16m. Determine o cosseno do ângulo oposto ao 
maior lado. 


1032 Resolver: 


a) Determine a mediana relativa ao menor lado de um triângulo cujos lados medem 8m, 10m e 12m. 
b) Dois lados de um triângulo medem 6m e 8m e a mediana relativa ao outro lado mede Лат. 
Determine este terceiro lado. 
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CIO: 
ert 


Determine a área do triángulo dados os lados nOS casos: 


10 ym 20m b) 20m, 24m, 28m C) 7m, 6m, 3m 
| 
| 18, 
C | 3) mine a altura relativa : nor lac ¡a 
ч, | 034 Determine a altura relativa ao menor lado do triángulo, dados os lados, nos 


casos: 
біт, 30m b) 12m, 17m, 19m 
26M, - 


3) 00. 


1 nine а menor altura de um triângulo са) 
4 eme a maior altura de um triángulo cuj 
+ Б ^TT 

pete 
b) 


1036 


O lado oposto à um ângulo de 45º 
” secunscrita ао triângulo. 

circ triángulo com um ángulo de 150^ 

E E. lado desse triángulo. 


aa TT [DT T—r——— M 


Resolver: 


os lados medem 13m, 17m e 20m. 
os lados medem 10m, 12m е 18m. 


Resolver: 


de um triángulo mede 20m. Determine o raio da circunferência 


está inscrito em um círculo cujo raio mede 12m. Determine 


4 037 Determine o raio da circunferência inscrita no triângulo dado os seus lados nos casos: 
ò д) 8m, 10m, 14m b) 12m, 12m e 16m c) 14m, 48m, 50m d) 18m, 18m, 18m 
| 38 Determine о raio da circunferência circunscrita ao triângulo dados os seus lados nos 
SN y E 22m, dc b) 20m, 20m, 10m c) 18m, 24m, 30m d) 12m, 12m, 12m 


39 Determine o raio da circunferéncia ex-inscrita do triángulo nos casos: 


ia о lado menor. 
medem 12m, 16m e 20m e ela tangencia о 
| ^ H medem 4m, 9m e 11m e ela tangencia o lado maior. 


r Exercícios de Fixação 


| 1040 Determine o valor de x nos casos: 


| 7/ 8 
| 
X 
e _ 


cio 


404 M 
MGE CaL eser m Exercicios de Matemática Д gro 
== == A 
1 041 Determine x e y nos casos: | 4047 
re 
у 2 409 5 
a) <- | b) У an «408 
X 2 tel EC === 
——— 
5 3 4 
1 042 Calcule a altura h, relativa ао lado BC , nos casos: / 
2 
2 
и 
40 
a 
1 
| Determine o valor de x nos casos: a 
1043 » 
2 10 х 3/2 x 14 AM 
É EN 
а) À b) AN o) re d) бы 2 
16 7 x 
104 4 Determine a medida x do ângulo nos casos: 


5 Й, 3 5 
a) b) 
8 7 


Dizer a natureza (quanto aos ángulos) dados as medidas dos lados do triángulo nos 


1045 


casos: 
a) 9m, 10m e 13m b) 21m, 20m, 29m c) 18m, 19m, 27m 
d) 20k, 21k, 28k e) 33k, 56k, 66k Ғ) 9m, 40m, 41m 


1 0 46 Resolver: 


a) к а medida da mediana AM do tri- b) Determine a medida da bissetriz AS, apli- 
ángulo ABC, aplicando a fórmula da mediana e cando a fórmula da bissetriz interna e depois cal 


depois calcule ^uo a relacáo de Stewart cule usando o teorema da bissetriz e a relação de 
Stewart 
6 10 A 
4 6 
В 
М С 
———— 
B C 


405 
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jos 6 de Mate 


рет E A A E v: Б 
lida da bissetriz externa AP do A ABC, A pec 


Determine à mec 
4047 aplic: ando à fórmula da bissetriz e depois calcule usan- VES 22 
A 6 
да bissetriz е а relação de Stewart. КЕР 5 \ 
y tet orem? "212; (C dE P 


do! E. 


Determine o valor de x nos casos: 


1048 
/ 8 EN 
/ 4 Pu 
Ve b) 
6 3 
‚ um triângulo е a soma 


Determine a razão entre a Soma dos quadrados das medianas de 
1049 dos quadrados dos lados desse triângulo. 


Resolver: 


1050 


b) Se AP é bissetriz externa do triângulo ABC, 


a) Se AS é bissetriz interna do triângulo ABC, 
determine X € У. determine x е у. 
4 А E 
A. ei 
X M X 946 
B 18 CASA P 


В 3 5 4 С 


Determine a área do triángulo nos casos abaixo. Use: 5 = үр (р-а) (p-b) (p-9. 


1051 O metro é a unidade das medidas indicadas. 


10 10 


08 do triángulo 
с) 


ЕЕЕ 
105 Determine о valor de х nos casos: 


s 


3 с уо " 
Td АРДЫ ~ 
18 


7 


406 i » 
== ды xercíci | y 
— — Exercícios de Matemática _ Я A 
1053 з — WE 
10 


Determine 
ane O ra da pirn e ; қ 
aio da circunferência circunscrita ao triângulo nos бас 
к SOS: 


12 ж | 0° 
0 
№ N 05º 


a) 


1 054 Obtenha o valor de x nos casos: | 
|400» 


a) ABCD é paralelogramo b) ABCD é trapézio isósceles ЖЛ 


А : 40€ 

Ea 2 

s - ^ 4C 
-2 ‹С ныш 


А = D 
12 
€ 
1 055 Determine o ángulo x nos casos: 


B 
y 
12 12/2 
a) b) 
EN 
a) Os lados de um triângulo medem 5m, 7m e 11m. Determine a projeção do maior sobre a reta do 


— 


1 056 Resolver: 


menor. 
b) Dois lados de um triángulo formam um ângulo agudo e medem 10m e 21m. Se a projeção do 


menor sobre o outro mede 6m, quanto mede o terceiro lado? 
c) Dois lados de um triângulo medem 5m e 7m e formam um ângulo obtuso. Se a projeção do menor 


sobre a reta do outro mede 3m, quanto mede o terceiro lado? 


1057 Resolver por Stewart 


a) De um triângulo ABC sabemos que AB = 6m, AC = 8m e BC = 12m. Um ponto P divide BC de 


modo que ВР: PC = 1 : 2. Determine AP. 
b) Determine a mediana relativa ao lado maior de um triángulo cujos lados medem 10m, 18m € 20m. 
c) Determine a bissetriz relativa ao lado de 9m de um triángulo cujos lados medem 8m e 9m e 10m. 
d) Os lados de um triângulo medem 6m, 8m e 10m. Determine a bissetriz externa relativa 20 lado de 


6m. 
67 — ЗОНИ —— — — —— uL s 
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7 10) 5 
PE 
ре 


| Resolver: 
| 
| 1058 A А 
| is! os de um triángulo que formam um ângulo de 60º medem 18m e 24 
( € ZA q а пе 2 ле 1 
3) | ‚ [ados de um triângulo medem 3m, 5m е 7m. Determine o maior 2 сезне o terceiro lado 
К os li | ires мысы сады Gd p ea EN RR ed LUI angulo. ў 
9 Determine: ЕЧ Быны аға 
| menor altura de um triângulo cujos lados medem 18m, 22m e 24m 
a) 4 maior altura de um triângulo cujos lados medem 16m, 28m e ЖОН. 
p 4 a relativa ao lado de 35m de um triângulo sabend > | 
altura relé sabendo que os outros lados me 
yA s medem 12m e 37 
m. 
0, N a Determine o raio da circunferéncia 1 i 1 ! 
unferéncia ins : а ; 
" 1060 a inscrita no triângulo dados os lados, nos casos: 
rr 18m, 20m b) 20m, 20m, 24m c) 24m, 24m, 24m d) 12m, 35m, 37m 


Determine o raio da circunferência circunscrita ao triângulo dados os seus lados nos ca 


1061 .- 


A a) 8m, 12m, 16m b) 6/13m, 6-13, 24m с) 54m, 54m, 54m d) 40m, 42m, 58m 
EN 1062 Resolver: 
a) AS medidas dos lados do quadrilátero ABCD b) Um ponto interno de um triângulo equilátero 
do AB = BC = 10m, CD = 16m e AD = 6m. dista 5cm, 7cm e 8cm dos vértices do triân- 
Determine BD. а gulo. Determine os lados desse triángulo. 
A 
X 
X 
D 
е 
== 
B Ж € 


Exercícios Suplementares 


reta dy 
ү 1063 Ргоуе дие: “О quadrado do lado oposto а um ângulo agudo (obtuso) de um triângulo 
ão dy é igual a soma dos quadrados dos outros dois menos (mais) duas vezes o produto de 
um deles pela projeção do outro sobre a reta desse”. 
шї 
106 4 Demonstre 
a) A relação de Stewart no triângulo b) A fórmula da mediana de um triângulo 
c) A fórmula da altura de um triángulo ФА fórmula da bissetriz interna 
j e) A fórmula da bissetriz externa 


1065 Mostre que a área de um triángulo é dada por: 


un b) S = p. r ; Onde г é o raio da inscrita 


a S-Jp(p-a) (p-b) (p-c ; p= 
d) S = (р-а) Қ; Onde R, € o raio da ex-inscrita 


= 
4R Onde R é o raio da circunscrita 


iB o 


1 066 Nos cde e Exercícios de Matemática — Vol À ” 
lad Ге que se os lados de EN — ее. wc | 
9 de 7k é de 66% S de um triângulo medem 5 " | 
1 067 S ipta cs ) dem 5k, 7k e 8k, entáo o ângulo oposto од“ 
Озге, се рна аа “6 ao 
Тж А que se Os lados de um triár | 704 
== k é de 120º agulo medem ЗК, 5k e 7k, então o ángulo E os 
1 E 0 Б OPOsto ao M 
A 
068 Um triá e 1 e 52. 
angulo tem 3 , б 4 3 
CS m ne os lados. 6m de perimetro e as alturas são proporcionais a 3, 4 e 6. Determi. Yo Eos: 
PE ago 
1 Determi . > лаб 
069 Imine o raio do círculo nos casos: ў e 


b) 


1 070 Os lados de um triángulo medem 6m, 10m e 12m. Determine: 


a)a Rya | 
р па агеа; b) a sua menor altura; с) а sua maior altura; 
) 0 raio da circunferência inscrita; e) o raio da circunferência circunscrita. 


1 071 Determine o raio da circunferência, da- 
dos: AB = 14m, BC = 10m e AC = 16m. 


2 E 


1072 Se P é um ponto qualquer da base BC de um triángulo isósceles ABC, mostre que: 
AB? — AP? = PB . PC 


Se os pontos X e Y dividem em trés partes iguais o lado BC de um triângulo ABC, 
1073 mostre que: AX? + AY? + 4XY? = AB? + AC? 


Sendo m,, m, e m, as medianas relativas aos lados a, b e с de um triângulo, mostre 


1074 que 
m? + mi m, = Z (a^ +b* ке?) 


| Considere a altura AH, a bissetriz interna AS e a mediana AM de um triángulo ABC. 
1075 mostre que (AB АС) = 4.MS . MH. 


h- 


capítulo 19 


Polígonos Regulares 


_ jntrodução 
¡mos em outro capítulo que um polígono é regular se tiver os lados congruente 
5 


já detin 


Dr loequilátero quadrado pentágono regular 


triangu 
Sus. 


Si = 360º Si = 540º 


iver os ângulos congruentes entre si. 


hexágono regular 


Si = 180º 

Ai = 60º A1= 90º Ai = 108º Ai = 120º 
g - Polígono Inscrito e Circunscrito 
ві - Teorema фат», 
se n pontos de uma circunferência a dividem em n arcos de medidas iguais, então 
eles são vértices de um polígono regular. 
Demonstração: 
De acordo com o teorema. “Extremidades de arcos 

Aero a E 


congruentes determinam cordas congruentes”, como os 
arcos АВ, ВС, CD, 2. são congruentes, obtemos que os 


segmentos AB, BC, CD, ... são congruentes. 
E como cada ángulo inscrito mede a metade do arco com- 
do entre seus lados, podemos afirmar que 


são congruentes, pois cada um deles mede a me- 
360º (n— 2) 


preendi 
А, В, С, Е 


р 


tade de um arco que mede 
e é um polígono 


Como o polígono tem lados congruentes 6 ângulos congruentes, el 


regular. 
B2) Teorema: Se n pontos de uma circunferência a dividem em n arcos de medidas 
iguais, então as retas tangentes a essa circunferência por esses pontos determinam 


um polígono regular. 


410 


EE — 
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D " 
Солы tração: 
n : S 
Sidere os triângulos AMN BNP ÁO i 

congruentes e 7. Eles são isósceles 
A es entre si pelo ALA, pois M=R MN 
IND NE Sas ba: FR == 
ШЕН anten es MN, NP, etc. são congruentes 
А erior). Como os triângulos são congruentes 
p 105 afirmar que А-В-(- e AB = BC = CD = 


«==> Isto é: О Polígono ABCDE... é regular. 


Teorema: E | 
crita e u уң оо Polígono regular há uma circunferência ins- 
ma circunscrita que tem o mesmo centro. 


a tracio: Seja ABCDEF... um polígono regular 

) Tracemos as mediatrizes dos lados AB e BC. Seja O o po 
encontro das mediatrizes. Note que ОА = ОВ еОВ = ОСе А 
кошо АВ = ВС, оз triângulos OAB e ОВС são triângulos É: 
Isósceles congruentes, donde obtemos que OB é bissetriz de 
B. Mas como ângulos da base são congruentes, obtemos 


que OA e OC também são bissetrizes de A e C. 


2º) Tracemos agora OD . Pelo caso LAL, podemos afirmar 
que os triângulos OBC e OCD são congruentes, ou seja OCD 


é também isósceles de base ср), donde obtemos OD = ОС. 
Da mesma forma provamos que ОЕ = OD, OF = OE, ... Logo: OA = OB = OC = OD 


=... . Então O é o centro de uma circunferência que passa por A,B,C,D.,..., isto é, há 
uma circunferência que circunscreve o polígono regular ABCDE... 

3º) Como os triângulos OAB, ОВС, OCD,... são isósceles congruentes entre si, obte- 
mos que as alturas OM,, OM,, OM,,... , relativas as bases, são congruentes. Então 


ОИ ОМ. = ОМ, =... 
Logo há uma circunferência com centro O que passa pelos pontos M,, M., M,, .... E 


como os raios ОМ; OM», ОМ», ... são perpendiculares aos lados AB, BC, CD, con- 


TAS 


cluímos que AB, BC, CD, tangenciam a circunferência em questão. Logo, a circun- 
feréncia está inscrita no polígono ABCDE... 


Obs.: 
1) ОА = ОВ = OC = ... = Ré o raio da circunferência circunscrita e OM = 


ОМ, =... = r é о raio da circunferência inscrita. 

2) O raio da circunferência inscrita é chamado apótema do polígono, 

3) O raio da circunferência circunscrita é chamado raio do polígono. 

4) O ponto de tangência é o ponto médio de cada lado do polígono circunscrito. 


\ 
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(ci 
er? 


rrência das diagonais de um quadrado é o centro das ci 
ircunferênci- 


de conco 
0 orita € circunscrita. 
5 


о R da circunscrita е о lado a 


- entre O ral 
н) >La ção 222 
Ез” | ay2 
2oR-2d—2R-2a/22 P 
а= R42 
relação entre o raio r da inscrita e o lado a 
e 
a 
ку 
2r— а = 2 
a=2r 


mbre-se: O raio r da inscrita é chamado apótema do quadrado. 


ono Regular 
nte ao raio de uma circunferência determina com o centro um 


Le 
D- Hexág 
Uma corda congrue 


triángulo equilátero. | 
Se considerarmos seis cordas consecutivas, duas a 
s cuja uniáo dá um hexágono regular. 


mos seis triángulos equilátero 


duas, congruentes ao raio, obte- 


Note que quando um polígono regular inscrito tem um nú- ÉS жш 
mero par de lados, vértices opostos dividem a circunferén- 
cia em duas semicircunferéncias. Portanto eles são extremi- 
D 


dades de um diâmetro. ё 
O raio R da circunscrita é igual ао lado а do hexágono. 
А diagonal maior é igual ao diâmetro 2R (AD, BE, CF) 


À diagonal menor (BF) é igual a duas alturas h dos triângu- 


los equiláteros. 


E а 
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BE=2h=3 803) —— 
2 | > LBE=ay3] 
Note qu | | 7 
16 O raio da cir | 
M a circunferência ; | 
: ; lg Far Ls ^ i 
triângulo equilátero, t ЖҮ Ст Ж 


ambém cham: 
m chamado apótema do hexágono 


ЖЕН 
2 


E — Triângulo Equilátero 


Considere iâ 
um tri UE 
angulo ABC equilátero. Como as alturas são medianas, elas se cru- 


zam em Y 2 2 
um ponto O que as divide em duas partes tais que AO= ae BO= ae е 


СО---Һ x ; қ 
32. Então O é O centro da circunferência circunscrita. 


A, 


Relação entre o raio R da circunscrita e o lado a do triângulo: 


DRE S a 3 
1 


Como a distáncia entre O e cada lado é as a relação entre o raio r da inscrita e o 


lado é a seguinte: 


Obs.: É usual indicar o lado e o apótema de um polígono regular de n lados por 46 a, 
Então, em função do raio R da circunferência circunscrita ao triângulo equilátero, 


ao quadrado e ao hexágono regular, podemos escrever: 


Tae y 


[ 
0) 


2, 
5-ЦКЕ O 
E =R > 16a? + (5 — 2/5 + JR" - 168 = 
4 
=> 162 =10R? + 24/5 К > R 
ERN CA S 
a 
MZ. A 


ГА = 18 l, = RV2 [5:58 


R 
23 
S RJ2 R43 
а а = === Ea 
2 2 2 


gono Regular 
ntral de um decágono regular mede 36º. 


Nos rando O triângulo determinado por um lado e pelo cen- 
ote que ele é isósceles com ángulos de 36%, 72º e 727. 
tro, 7 do а bissetriz de um dos ángulos da base e aplicando o 
Trag?" da bissetriz interna, de acordo com as medidas indica- 
omi lado do decágono e R é o raio da circunferência 


das onde X 29 
ita, obtemos: 


- pecá 
ye o ângulo ce 


ӨЗ” po Rm AER -O 


R , 5 
MER FAR ZOR 

-RERWÁS 
=) JS 2 


do decágono, aplicando o Pitágoras 
de а é o apótema obtemos: 


Sendo ОМ o apótema 
no triângulo ОМА, on 


10 


w | 


— = === E 
T = - 
LE — 


pn ae 
TT tm =. 


= e 


-- e 


414 (cie 
" Exercícios de Matemática 4 ү? 
d Р r mN о Р 
entágono Regular ie E 
ООА la gi ОР дес 
йс BOntos médios dos arcos da circunferéncia circunscrita a 09 P a с) 
vértic gono regular, Juntamente com os vértices do pentágono, sáo 9 40 icu 
E es de um decágono regular. ?) E 
É culemos o £ em função de R. | | 
) Seja ABCDE... um decágono regular inscrito em um м [ 
circulo de raio R. 4 
о SER DAI : 12 E 
2 ) Note que АС = 4, е que AC е perpendicular ao diâme- y) С 
tro BG M^ 
3º) Cálculo de AG: 4 | 
е 79 АР 


AG t7 (OR) > AG? БЕ 4 KER 


N x | 
2 2 R 
Аб? + (6-2/5)=4Rº э AG? = (10+ 2/5) > ASA 


4º) Cálculo do Z: 


1 
Do AABG obtemos: 28,54 = АС. 


Então: 28.25 == йо+245). 55-1) > =. 
pe 
el 


4 


R 
2 = Ato 245 Je - 245) m SS [0545 T) 


Obs.: No item (I) vamos determinar o valor de cos 72º. Aplicando a lei dos cossenos no 
triángulo OPQ onde O é o centro e PQ é o lado do pentágono chegamos a fórmula 
mais facilmente. 


Sendo OM o apótema do pentágono, aplicando o Pitágoras no triángulo 
OMA, onde a é o apótema, obtemos: 


R 2 
a? ТЕ zd =R?>16a? + (0- 2/5: = 1682 > 
l6 a? =6R? + 245 R? 


(б + 2/5)R? 


16 


O 


a 464-24 5R 


i 4 


| 
| 
y 
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[C NM s. 

рё қ x —— M 

| órmula de Duplicacáo | 

| H 22 24 estabelecer uma fórmula que, em função de R eZ 
vam lado Z, do polígono regular de 2n lados ins- 


өтпесе O 18 2а 
pos ircunferência de raio К. 


2) aplicando o Pitágoras no triângulo AMB obtemos: 


q mw _, кү, US bI 
№ ЕА +—/4 =R -2R pÜÓ——7-RÓ—-—45t—4 
5 e? feta 4 \ 4 a A 
4Rº — 7 Е 
ERU RI. -2R!-R4AR'- /2 
la 242R! - RA4R? - 2 


|- Razões Trigonométricas 
o lado e apótema do decágono e do pentágono regulares, obtemos senos 


Pensando n 
e cossenos de 


18º, 36, 54º e 72º. Vejamos: 
Decágono 


Pentágono 


Lembrando que: 


б= (5-1) dio a 5, 


4 


Obtemos: 


^ | Exercícios de Matemática V 
avo] 


ol. 6 


— 5 | соѕ 18° = sen 72° = 
R 4 


Bicos 18º = sen 72º = 


4. 


5 


39) sen 36º = cos 54° = 2: 
R 


sen 36º = cos 54º = 


=> 


p 
XS 


a Б 6+ 245 
4º) cos 36º = sen 54? = = — | cos 36? = sen 54° = ЖЕШ 


Generalizando temos: 


J — Area do polígono regular 
A área de um polígono regular é dada pelo produto do 
semi-perímetro pelo apótema. 

Se o polígono tem n lados o seu perímetro 2p é dado por: 

2p=n.4. Ea área S é a soma de n triângulos de base "е 
altura а. Então: 


Фа no 2p 
Еа =25=-= à >|S= Hal 
ЕЕ 2 а, [Sepa] 


Exercícios 


1 076 Resolver: 


a) Lembrando que a diagonal d de um quadrado de lado /é: 4-1,2, 
mostre que /=Ry2. 

b) Se o raio do círculo mede 10m, determine o lado e o apótema do 
quadrado inscrito. 
с) Se o lado do quadrado mede 18m, determine o raio da circunscrita e 
о apótema. 


МН — c ROD Mou 2... 


"HN. 
< 
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rccte 
pe 417 


Mostre que o lado / do triángulo equil 


1077 por = R43 nos casos: 


а E 
atero inscrito ет í 
: m um círculo d 1 
етао В é d 
ado 


зі dos b) Lembranc 
ficando a lei dos ә) ibrando que ida с) Lembrando que a 4 
) “angulo OAB. ortocentro de um triâng que a área d 
a 95 no а jang gulo о 
«2110 s аот A te А sA 
possen equilátero é também triângulo ё; S= abc 
AR 


baricentro | : he 2 ШІ 
3 3 


e) Achando a razão cos 30° f) Usando potência do 
no triângulo OMB. ponto M. 


Mostre que o apótema a do triângulo equilátero inscrito num círculo de raio R é 


1078 


a) Achando a razão sen 30° 
no triângulo ОМВ. 


dada por a= Py: 

b) Lembrando que o ortocentro c) Usando poténcia de M e 
coincide com o baricentro, no 2-В43. 

triângulo equilátero. 


2 
[e] 


apótema, a diagonal 
ho inscrito em um círculo de 


Determi Р j Y. 07 

1 080 eterminar o raio do círculo e o apótema do polígono regular inscrito no circu] 
А 0 
sendo 6m o lado do polígono, nos casos: > 


(Neste ісі 
ехетс 2 A ; 4% 
1C10 е nos seguintes não use as fórmulas deduzidas nos anteriores. Use Pitágoras, diago 


nal de 
NS ощ altura de triângulo equilátero ou razões trigonométricas рага о cálculo do que for 4 
` M 
0 
) y 


1 081 Determinar o raio do círculo e o lado do polígono regular inscrito nesse círculo, sendo 
бт o apótema do polígono, nos casos: 
a) quadrado b) hexágono c) triángulo 


1082 Determinar o lado e o apótema do polígono regular inscrito no círculo de raio 6m nos casos. 
a) quadrado b) hexágono c) triângulo 
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per 


083 Determinar o raio do círculo inscrito no polígono regular de lad 
1 ado 6m nos 
5 casos: 


b) hexá 
q quadrado b) hexágono c) triângulo 


Resolver: 


à, 
2 1084 


D Determine O lado d 
| "^ circunferéncia com ralo de 18m. 
b) Determine O apótema do triángulo equilátero, do quadrado e do hexágono regular inscritos em 


uma circunferéncia de 12m de raio. 


o triângulo equilátero, do quadrado e do hexágono regular inscritos em uma 


Determine o raio da circunferência circunscrita a um triângulo equilátero, nos casos: 


1085 
N a) A altura mede 12m. 
/ с) O apótema mede 7m. 


DN 4 0 8 6 rmine о raio da circunferência circunscrita a um quadrado, nos casos: 
|. 
[Р 


a) À diagonal mede 40m. 
c) O apótema mede 9m. 


1087 


a) O lado mede 13m 
d) A diagonal menor mede 12m 


1088 Determine o raio da circunferência inscrita em um triângulo equilátero nos casos: 


a) A altura mede 21m b) O raio da circunscrita mede 18m 

c) O lado mede 54m d) A sua área é de 36 “З m? 
Қ 2.2... 7” 
| 1089 Determine o raio da circunferência inscrita em um quadrado, nos casos: 


a) À altura mede 30m b) O apótema mede 11m 
с) А diagonal mede 12m d) O raio da circunscrita mede 8m 


b) O lado mede 30m. 
d) A sua área é de 8143 m?. 


Dete 


b) O lado mede 24m. 
d) A sua área é de 1002. 


Determine o raio da circunferência circunscrita a um hexágono regular, nos casos: 


b) A diagonal maior mede 28m с) O apótema mede 15m 
e) A sua área é de 216 43m? 


1090 Determine o raio da circunferência inscrita em um hexágono regular, nos casos: 


) 0 ^ . . 
| А о ая и b) O apótema mede 17m с) O raio da circunscrita mede 30m 
agonal maior mede 24m e) A diagonal menor mede 28m f) A sua área € de 54 43 m? 
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Exercícios de Fixação 


1 091 Determine 


5 7 
) hexágono regular 


as med 
idas don ângulos X, Y € Z nos casos: 


b) pentágono regular 


1 092 Resolver: 


a 7 1 Ef : 
) Na figura temos um triángulo equilátero e b) Na figura, AB € lado do pentadecágono re- 
um quadrado inscrito no mesmo círculo. De- gular e PQ o lado do hexágono regular, inscri- 
termine x, sendo AB paralelo a PQ (x = AOP) tos na mesma circunferência. Determine AQP, 


sendo AB e PQ paralelos. 


B Q 


1 093 As retas que contêm os lados AB e EF de um poligono regular ABCDEFG... formam 
um ângulo que contêm C e D e é o dobro do ângulo externo do poligono. Quantas 


diagonais tem esse polígono? 


1094 A diferença entre o número de lados de dois polígonos regulares é 4 e a diferença 
entre os seus ângulos externos é 3°. Determine o número de lados desses polígonos. 


1095 Lembrando que no triângulo equilátero o ortocentro, 0 
baricentro, o incentro (centro da circunferência inscrita) 


e o circuncentro (centro da circunferência circunscrita) são coincidentes е 


que o baricentro divide a mediana em duas partes que medem : e : desta, 


sendo 6m o lado do triángulo equilátero, determine: D 
a) a altura do triángulo; Б) o raio R da circunscrita; 
c) o raio r da inscrita; d) o apótema do triângulo. 


de Matemática — Vol. 6 _ 


105 
егес! 
EX 


Lembrando que no quadrado a diagonal passa pelo cen- 
1096 tro, sendo 8m o lado do quadrado, determine: 


) :agonal; 
jago М Jal 24 a 
a) é i ¡o R da circunscrita; 
Ге E 2 - 
М9”, r da inscrita; 
o quadrado. 


“tema d 
re] apóten 


—= Lembrando que no hexágono regular as diagonais maio- 

1097 res passam pelo centro e determinam nele 6 triângulos N 
Játeros sendo 6m o lado do hexágono, determine: 

qua luv) g 1 A 

5 diagonal maior, E 

» > raio R da circunscrita; 

2) O Le ў Am 

y o raio f da inscrita, 

a diagonal menor, 


NN 
N 


/ 


d) à P 
do apótema do hexágono. 

EN 

| è А E C ^ . . . r 

SM Determine o raio da circunferéncia circunscrita ao polígono regular de 12m de lado, 


ite қ j 1 098 nos casos: 


a) quadrado b) hexágono c) triângulo 


Determine o lado do polígono regular inscrito em uma circunferência de raio 6m, nos 


1 099 casos: 


a) quadrado b) hexágono c) triângulo 


Determine o apótema (ou raio da circunferência inscrita) do polígono regular de lado 


1100 6m, nos casos: 
a) quadrado b) hexágono c) triângulo 
Determine o lado do polígono regular de 6m de apótema, nos casos: 


— 1101 a) quadrado b) hexágono c) triângulo 


1 102 Determine o raio da circunferência inscrita no polígono regular, sabendo que o raio da 
circunscrita é 12m, nos casos: 


a) quadrado b) hexágono c) triângulo 
1103 Determine o raio da circunferência circunscrita ao polígono regular, sabendo que o 
raio da circunferência inscrita é 6m, nos casos: 
a) quadrado b) hexágono c) triângulo 


11 0 4 Se о raio de uma circunferência mede 2m, determine o lado € 
"y do decágono regular inscrito nela. (Use os triángulos isósceles 
gura е o teorema da bissetriz interna ou use semelhança de triângulos). 
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1 1 05 Resolver: 


3) Mostre 
b) Apli O decágono regular inscri А (5-1 
cando : : аг Inscrito em um cire ме 4, ! Y с 

c) D do a lei dos senos determine sen 18º 1 Circulo de raio R é dado por: Ло =| —— К. 
etermine cos 72º sen 18º. 2 


d) Apli 
cando a lei dos 
OS cossenos determi 
e) Determine sen 54º O SSD. 
f) Determi d 
ne o apóten A 
Р О decágono regular em função do raio R da circunscrita. 


1 1 06 Resolver: 


a) Mostre que o lado do pentágono regular inscrito numa circunferência de raio R é 


R 
dado por 40 = D 10- 2/5 . (Use lei dos cossenos no triângulo OAB onde O é o centro e AB é 


o lado). 
b) Aplicando a lei dos senos determine sen 36º. 
c) Determine cos 54º. 


d) Usando o apótema do decágono determine cos 18º e sen 727. 
e) Usando cos 36º determine o apótema do pentágono em função de R da circunscrita. 


11 07 Resolver: 
a) Usando a lei dos cossenos, determine o lado do octógono regular inscrito em um círculo de raio R. 
b) Use a resposta do problema anterior e determine o raio do círculo circunscrito a um octógono 


regular de lado 4 
c) Determine as medidas das diagonais de um octógono regular de lado 2 
D 


Na figura temos um decágono regular de lado /. Determine: 


B 


1108 


a) o raio da circunferéncia circunscrita; 

b) a diagonal AE; 

c) a diagonal AG 2 
d) a diagonal AD; 


1 1 09 Resolver: 
b) No triângulo da figura, determine x em 


a) No triângulo da figura, determine x em 
função de a. função de a. 


a 


Es X 


scios de Matemática — Vol. 6 
oícios  —— 
pe 


Resolver: 


ermine à diagonal de um pentágono regular de lado Z 

> C » . 

ре figura temos um pentágono regular de lado Z 

М c S £ £ 
: e o pentágono sombreado é regular. 


MP » lado do pentágono sombreado. 


da 
Ni Determinar a àrea do: 


ty, 1111 


) quadrad 
») hexágono гер 
| 3 — 


o inscrito em um círculo de 5m de raio. 

ular inscrito em um círculo de raio 4m. 
¡angulo equilátero inscrito em um círculo de raio Óm. 

с) " айо circunscrito a um círculo de raio 4m. 

4 exágono regular circunscrito a um círculo de raio 6m. 

^ triángulo equilátero circunscrito a um círculo de raio 5m. 


7% Determinar о raio do círculo circunscrito a um: 


1112 


uadrado de 16m* b) hexágono regular de 54 43 m? 


бр, | ERE 
Ee | 3 Determinar o raio do círculo inscrito em um: 


Е uadrado de 24m* b) hexágono regular de 6 {3 m? c) triângulo equilátero de 9 43 m? 


a) q 
polígono regular inscrito em um círculo de raio R, 


X Determinar o lado e o apótema do 


1 1 14 nos casos: 


—} а) фиайгайо 


Q: e 


-- 


с) triângulo equilátero de 36 J3m 


b) hexágono regular c) triângulo equilátero 
inscrito em um círculo é a hipotenusa de um 
lados do hexágono regular e do decágono 
gono regular inscrito em um circu- 


/ | 111 5 Sabendo que o lado do pentágono regular 
6 triángulo retángulo cujos catetos são 08 


regular inscritos no mesmo círculo, determine o lado do pentá 


1 1 16 Resolver: 


| a) Determine a área de um octógono regular de lado 4 
b) Determine a área de um decágono de lado é 
c) Determine a área de um pentágono regular de lado 7 


р e 
Vis Exercícios de Matemática — Vol. 6 


Exercícios Suplementares 


» ! | Y 
; TE A ү, - = imos as diagonais 
1 1 1 7 Q lantas Medidas, duas a duas diferentes, obtemos quando medimos í $ Ы 
um: 
a) hexá E й 
DE Du regular: b) octógono regular: c) decágono ACER w 
Odecáo o ; i А oes 
“Cágono regular. €) heptágono regular; 2). Gau ic | 
g) polígono de n lados, Para n sendo par; 4 
h) Polígono de n lados, para n sendo ímpar. 
S 
1 1 1 8 Resolver: 


rentes. Determine a soma dos ángulos internos desse e аы mede 10º. Quantas diagonais 
b) De um polígono regular ABCDE... sabemos que o ângulo A 


desse polígono não passam pelo centro? º Determine a soma dos ângulos 
с) O ângulo ADC de um polígono regular ABCDEF... mede 30º. Dete 
internos desse polígono. 


p o s m m -- ж 
1 1 1 9 Resolver: 


ABeCD í F... formam um ângulo que 
а) As mediatrizes dos lados AB e CD de um polígono regular ABCDE 


contem Í am pelo centro? 
têm B © (© ә ЖАЙ, Quantas diagonais desse polígono d n eu Е 
. . ж . p líg gu 
b) As bissetrizes dos ángulos internos de um polígono re ar ABCDEFG... são perpend cutare 


í ? 
Qual a soma dos ângulos internos desse polígono: Ие сег... 
As mediatrizes dos lados AB e DE de um polígono ШЕРІ аг c ME M 
pra B, Ce De excede o ángulo externo desse polígono ыл 20º. Q 
ntém B, Се | | 
ШЫ: obtemos ao medir as diagonais desse polígono 


ео 2 е hipotenusa de um triângulo retângulo cujos catetos sao 10 
Mos re qu 5 6 


1120 


capítulo 20 
Area do Círculo 


- comprimento da Circunferência 

сіп outro capítulo que o comprimento de uma circunferência é o lim 

s dos polígonos regulares inscritos. E admitimos, sem р M dos 

e o comprimento de uma circunferência e o diâmetro é Ж карі; а 
odas 


Já vimos 


,erímetro 


~ entr 
azão E der e 1; ; , Р 
| Sl circunferéncias e é igual ат, onde т é um número irracional que vale: 
as 4 
% de T=3, 14159265... 
qi Ы € ir "e 1c Ns 
B gendo C 9 comprimento da circunferéncia, temos: 
% 
Y ^ 
4 С. 
ST рУ ЛЕК 


Te Comprimento de um arco 
Como 08 comprimentos de arcos de uma circunferência são proporcionais as suas 


ы medidas, em graus, O comprimento й de um arco de medida a sera: 


а 
Que A ja o ке күн % or 
ls Ж” 360º 360º 

B 


А 7t 
» g - Radiano 
O radiano é uma unidade de medida para arco de circunferência ou ângulo. 
Dizemos que um arco de circunferência mede 1 radiano (1 rad) se о seu comprimen- 


to for igual a medida do raio dessa circunferéncia. 


B 
| ( E 
| А 


Obs.: 
1) Note que um arco que mede 1 rad 


mesma circunferência, que mede 60º. 
que mede 1 rad mede aproximadamente 57° 1744” R 
2°) Dizemos que um ángulo mede 1 radiano quando 
mede В o arco da circunferência, com centro no 
vértice e raio R, compreendido entre seus lados. 


é menor que um arco, da 
Na realidade, um arco 


426 


E ^ f | 
, ? 
9 — 1 rad 
қыт E | 
em 09 
В1- Medi i e 
edida de um arco 


A medida de um 


arco, em radi 
do raio da circun ш 


^ ano é a raza a 5 5 
ferência Че › ао entre o comprimento do arco e a medida 


contém esse arco. 
B 


m(AB)= i (rad) 


Obs. : A 


у, ; | 
) Сотоо comprimento de uma circunferência de raio R é C = 2xR, o arco de uma 
volta (360% mede 2x radianos. De fato: 


2 С TR 
LA =| a=2r rad | 


o Ter абе. 2TR : 
2%) Сото uma semicircunferéncia ет £ = nR de comprimento, um arco que 


mede 180º mede л radianos. De fato: 


ESL Гаспа] 


3% Dizemos que um ángulo mede a radianos quando mede о rad o arco, com centro 
no vértice, compreendido entre seus lados. 


C – Área do Círculo 
A área de um círculo é o limite das áreas dos polígonos regulares inscritos. 


Note que conforme vamos aumentado (neste caso: dobrando) o número de lados do 
polígono regular inscrito, a diferença entre a área do círculo e a do polígono, vai 
ficando cada vez menor. Isto é: A área dos polígonos vão tendendo a área do círculo. 
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que os perímetros dos polígonos váo tendendo ao co 


pre-se dm | 
Len rência e que os apótemas dos polígonos vão tendendo ao a da cir- 
n "s e қ ж 
Sa a área do círculo, A, a área do polígono regular de n lados 
sea, о seu 
n 


sendo Я -omprimento da circunferénci: anc 
e Со comp 2 erência, quando vamos tomando um d 
n cada 


| a, >R; 2р->С; A, — A, | 
da que a área do polígono regular de n lados é dada por: 
2р-а, 


r muito grande, obtemos então: 


ea A de um círculo de raio R e o comprimento C da circun- 
dadas por: 


ч 


р- Área da Coroa 
da coroa é dada pela diferença entre as áreas dos dois círculos con- 


" | 
Қ sabemos ain 


Quando n fo 


Então, a ar 
ferência são 


Note que a área 
cêntricos. 


а. 2 2 z 2 
О А cora = TR — Tr => AR -r) 


E - Área do Setor 
Como os setores de um círculo são proporcionais às medidas dos arcos correspon- 


dentes a área de um setor é a fração correspondente da área do círculo em questão. 


El - O arco em graus 
Sendo o; a medida do setor em graus, lembrando que o arco de uma volta tem 360º, 


temos: 


RSS 


p ; Exercícios de Matemática — Vol. 6 
E2 — O arco 


Sendo б ет radiano 
endo Ө a medid: А 

ахо баб сағар ams 

volta mede 2 Tr Buic setor em 1 


| adianos, lembrando que o arco de uma 
adianos, temos: 


Ж ты му Аы e MR A n ZO 
AT 


setor 2 


E3 — O arco em metros 
Sendo Zo com 
d 


primento do arco do setor de raio R e lembrando que o comprimento 
O arco de uma volta é 2 д R, temos: 


à) 
IR 
Ç [^ c CN = ROME fius mm UE 
b ДЕЕ > 
M 
F — Área do Segmento Circular jT 


; д i o círculo dois seg- 
Cada corda de um círculo, que não passa pelo centro determina n er m 
mentos circulares. A área do menor deles, aquele que não contém o centro, é ig 
diferenga entre as áreas do setor e triángulo correspondente. 


A. 
F 
A = А, (лов) - А лов 
В 


Quando o ángulo central for о, em graus, como a área do triângulo é 


О МА 087) 
=== RS seno 
dada por -R Евепо, obtemos: | Ass 360 TR > % 
Quando o ângulo for Ө em radianos, obtemos: 


2207-42 B nt scuo 
2 2 


> 
| 


a R 
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À б - - NES 
N Exercícios 
E = Determine a área do círculo e o comprimento da circunferénci 
2 | 1121 das medidas é о metro) A a NOS casos: (A unidade 
UN 
da 
My 
R) 
| 
Md 
| . r d r 1 
| Determine a area o círculo nos casos 

bi | 1122 
row | Trapézio retângulo (2p = 50m) b) Trapézio isósceles (2p — 136m) 
Sua] à | 3) 10m 18m 


circular nos casos: 


Determine a área da coroa 


1123 


) 
4) b) 


1124 Se o raio do círculo mede 12m, d 


etermine a área do setor sombreado nos casos: 


a) b) 0) 
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1 125 Se o rai YR sa | б 


410 ; : LA + 
са 810 do círculo mede 20m, determine a área do setor circular sombreado nos 
asos: 


аб p на J 
< 7 
SN AS 


24m 42m 1871 E 
; a “rcular s breado < 
1 126 Se o raio do círculo mede 12m, determine a área do segmento circular sombreado nos 
casos: 
2 b) c) 
Le | (E 150º 
нн ES ныне w—  O Ж 
1 1 27 Em cada caso temos um quadrado. Determine a área da região sombreada. 


a) O lado mede 16m Ы)А diagonal mede 24m c) A diagonal mede 24m 4) O quadrado tem 64m? 


== D 


1128 Em cada caso temos um triângulo equilátero. Determine a área da região sombreada. 


a) O raio mede 12m b) O lado mede 12m c)O o d) А altura do triângulo 
tem 2743 m? mede 18m 


¡cios = — 


per — аса ———— И 
1129 : 


қ circunferência 
Ё 
€ Ж 


3 ada caso temos XÁC » 
Em cada caso temos um hexágono regular. Determine a 4 
а area da regis 
egião somb 
> à reada. 


b) O hexágono tem с) O círculo tem 36m? сете 

т 487m 21643 т? )O triângulo equilátero 

(ел “ircunscrito ao círculo 
tem 1084/3 m2 


Determine a área da regiáo sombreada nos casos: 


д) O raio da circunferéncia b) Quadrado cujo lado mede а с) Os arcos AB, АС e BC 
mede R têm centros em C, BeA e 


raio R 


- | VA ^ 


1131 Na figura ACe DB são congruentes e são diâmetros de dois 


arcos. ABe CD são diâmetros de outros dois arcos. Mostre 
que a área sombreada é igual à área do círculo de diâmetro AD. o, Еш B 


| 1132 Na figura AC, CB e AB são diâmetros com BC = 2AC. Mos- 
tre que a área não sombreada é o dobro da sombreada. 


A B 


11 33 Na figura temos um triângulo retângulo cujos lados são 


diâmetros das semicircunferências. Sendo A, В е Tas É 
áreas das regiões sombreadas, mostre que T = A + B. (A soma das 


áreas das lúnulas é igual a área do triângulo). 


“ 


Lúnulas de Hippocrates” 
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1 134 Na figura temos um círculo com os diáme- 
tros ABe CD perpendiculares. O arco AB 
gulo ABD é 


tem centro em D. Mostre que a área do trián 
igual a área da região sombreada. 


1 135 Na figura temos um triángulo equilátero ins- 
crito em um círculo de raio r. Os lados do tri- 
ângulo são diâmetros dos arcos АВ, АС, BC. Mostre que а 
soma das áreas das lúnulas é igual a área do triângulo somada 


2 
com — ЛГ 


8 


тм е” o. 


11 36 Na figura OA = OB e OA е ОВ são diâmetros das 
semicircunferências. Se o arco tem centro em O, 
mostre que a área sombreada X é igual a área sombreada Y. 
0 А 


11 37 Na figura temos duas circunferências 
| congruentes com centros Ое О” e OBB'O' 
é um paralelogramo. Se BB' é diâmetro da semicir- 
cunferéncia construída, mostre que a área sombreada é 
igual a área do paralelogramo OBB'O'. 


tica — Vol. 6 


cios © de Matema 


gxere 
) de lado a. Os arcos 


ios um quadr ado АВСІ 
lo quadrado. Determi- 


Na figura ten 


1138 construídos têm € 


região sombre: ada. 


entros nos vértices € 


"E área da 


Exercícios de Fixação 


rimento da circunferência nos С 


o comp asos: 


Determine a área do círculo e 


8m 


Y 
by 
EN 


c 


4m 


\ 1 140 Determinar a área da coroa circular nos casos. 


à 
| 
3 1 b) C) ~ % 
== 10m Y 
A AA Ж- 
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Determinar a áre: leome : : ; 
1 142 аг a área do segmento circular sombreado, sendo 6m o raio do círculo, nos 
casos: 


— Е ее 


30° 
b) Б 
Ж” ESA 


1 143 Determinar a área da região sombreada nos casos: 


A 


4 


a) quadrado de lado 8m b) hexágono regular de lado 6m с) triángulo equilátero de lado 12m 


B q ~ 


1 1 44 Determine a área da região sombreada nos casos: 


a) quadrado de lado 8m b) quadrado de lado 8m с) triângulo equilátero de 6m de lado 


d) quadrado de lado 4m e o arco tem e) idem ao anterior f) retângulo de lados 6m e 10m 


centro no vértice do quadrado 


1 145 Resolver: 


а) Qual a área de um círculo cuja circunferência tem 18 mm? 

b) Qual o comprimento de uma circunferência cujo círculo tem 64 nm’? 

c) Determinar a área do círculo circunscrito a um quadrado de 16m? 

d) Determinar a área do círculo circunscrito a um hexágono regular de 1504/3 m?. 
e) Determinar a área do círculo circunscrito a um triângulo equilátero de 9 43 m?. 


fr ©. 


1146 Resolver: жезде 


hexágono regular de 7243 m?. 
Scrita em um triángulo equilátero de 27 NE m. 


һех2 te ч j 
( — 1ехаропо regular de diagonal menor бт. 


Resolver: 
1147 


AS peterminar a área do círculo circunscrito 
a . Жм? MN < * v 
peterminar a área do círculo inscrito ey 


j a UM triángulo isósceles de base 30m e outro lado 5434 m. 
b) N um triángulo isósceles de base 15m e outro lado 19,5m. 

Mh 48 Determinar as áreas dos setores de medid E 
11 a) 90º b) 60º с) 45º 


as abaixo, sendo 60cm o raio do círculo. 
d) 120º e) 17º £).5?-15? 


Determinar a área da c 
49 oroa circular determi 'eréncias inscri | 

1 minada pelas ias inscrita e cir- 
11 cunscrita a um: pelas circunferências ins 


3) quadrado de 8m de diagonal b 


) hexágono regular d di 
miângulo equilátero de levam? 8 e diagonal menor 643 m. 


c) 
11 50 Determinar os comprimentos dos arcos de medidas abaixo, sendo 60m o raio do cir- 
Sa culo 
a) 90º b) 60º с) 40º d) 12° е) 75° f) 120º 
4 1 51 Determinar as áreas dos segmentos circulares cujas medidas dos arcos são dadas abai- 
xo, sendo 12m o raio do círculo. 
a) 60º b) 90º c) 135º d) 150º 
11 52 Determine a área do círculo nos casos: 
a) PA = 4m, PQ = 8m, s Lt b) BC = 30m, AM = 25m 
A 
B 
A 
( 
Р Q B € 
8 


11 53 O traçado de uma pista representada na figura ао lado é 
composto dos arcos de circunferências AB, BC, CD e DA, 


centrados respectivamente em O, , О,, O, e O,. Se os triângulos 0,0,0, 
е0,0,0, são equiláteros de 60m de lado е AB-120 3 m, determine o 


comprimento da pista. 
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= Vo 


1 154 Se о lado do tri: ângulo equilátero mede 4m e os raios dos ar- тыга 


Т 
| => 1º ao 
cos centrados nos vértices do tri ângulo medem 2m cada um, / [A 
determinar a área da parte sombreada. 


1155 Na figura temos um triángulo equilátero de 8m de lado e 
circunferéncia de raios iguais a 2m centradas em vértices 


7 wm 
e em pontos médios de lados do triângulo equilátero. Determinar a área РУ" 
da região sombreada. j ч 


1 156 Se о lado do quadrado mede 6m e os arcos de circunferências são 
centrados em vértices consecutivos do quadrado, determinar a área da 
parte sombreada. 


1 1 57 Da figura sabemos que АВ = 15m, AD = 9m e t é tan- 
gente à circunferência. Determinar CD. 


1 1 58 Determinar a área O sas ST parte sombreada se o raio do círcu- 
loére ABC=30º 


1 1 5 9 БЕНЕН э ш ош ы аде DA A ^ ^ —— é um triângulo retângulo de hipotenusa AC=12m А 


e ângulo À = 60º. Determinar a área da parte sombrea- 
da se o arco BD é centrado em A. D 
pa С 


1160 Se о arco CD tem centro em A, AB=6me À = 
б. 60º, determinar a área da região sombreada. 


(cios de Matemática — Vol. 6 


p— iE 


se 


61 As circunferências da figura têm 9 e 3 m de rai 
antes entre si e t ; - raios, sã 
11 tangentes entre 51 e tangenciam а reta t. Deter x são 
gião sombreada. * 2etermine 


5% 
‚га da 1 
q áré 2 
bum 
N 


р 


162 Ма figura temos um setor circular de 60° e raio 18m e uma circunfe 72 s 
1 réncia inscrita nele. Determine a área da região sombreada 


NS 


N 
m 
N > 
" EE 
B 
C 


1 1 63 Na figura temos um círculo de raio 126 m. 
Determine a área da região sombreada. 


Dados AB = 24./3т е е 3642m 


11 6 4 Na figura temos um círculo de raio 1243 m. 
Se AB = 12/3 me CD= 36m, determine a área sombreada. 


Exercícios Suplementares 


1165 Resolver: 


a) Os raios de duas circunferências medem 6m cada um e cada circun 


outra, determinar a área da parte comum aos dois círculos 
b) Duas cordas AB e CD de um círculo de centro O se cortam em P. Se OP = Sem, PC = 4cm e PD 


= 6cm, determinar a área do círculo a | 
с) De um ponto Р, externo de um círculo, traçamos duas semi-retas: PC que encontra а circunferência 


105 pontos С e В respectivamente е РА que passa pelo centro e encontra à circunferência em A e B 


respectivamente. Se PA = 4m e PC = 6m, determinar à área do círculo, sendo CD igual ao raio do 


círculo, 


ferência passa pelo centro da 
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. Exercícios de Matemática V 
— — — VOL. 6 


£ "A fup ? қ ; EE c 
1 1 66 Se ABD é um triángulo equilátero BCDP é um quadrado e AP mede A. — 
3(V6 – v2), qual é a área da parte hachurada da figura? 


Ж 
ZA | 
С , A 
11 67 Se a área do retángulo determinado por dois lados opostos de um hexágono regular é É ЕР 
de 36/2m?, quanto mede o lado do triângulo equilátero equivalente a este hexágono? go E 
БЕЙ === 2 
1 1 6 8 Na figura nós temos um quadrado e um triângulo equilátero. Es :- Жр 05 4 
Se a área da parte hachurada é de 2(5m EXON BE 18)m?, qual é A A 33 P. 
: : | | \ | 
o comprimento da circunferência maior? т 7 | ) am 
/ EN | 
= u pr 
À Y 
4 1 6 9 A diferença entre as áreas das partes hachurada e não hachurada ao lado ү 
é de (4л - 3/3)m*. Determine a área do triángulo. 44 
A 1 
ipse 


кызу | 
1 1 70 Resolver: 


a) O perímetro de um triângulo ABC é 26m. A bissetriz do ângulo externo À determina na reta BC 
um ponto D que dista 12m de C e 18m de B. Determinar AB e AC. \ es 

b) O perímetro de um triângulo ABC é 33m. A bissetriz do ângulo interno А determina em BC um 
ponto P tal que BP = 5m e PC = 6m. Determinar AB e AC. 

c) Uma diagonal de um trapézio retângulo determina nele dois triângulos retângulos. A base menor 

mede 4m e a altura 24/5 , determinar a área deste trapézio. 


1 1 71 Resolver: 


a) Uma diagonal de um trapézio retângulo, de base menor 5m e lado oblíquo 6m, determina nele 
dois triângulos retângulos. Determinar a área deste trapézio. | 
b) Os raios dos círculos inscrito e circunscrito a um triângulo retângulo medem 2m е 5m. Determi- 
nar a área deste triângulo. 
c) Um cateto e a altura relativa a hipotenusa de um triângulo retângulo medem 2413 m e 6m. 
Determinar a hipotenusa deste triángulo. — 
d) Determinar a medida do lado AB de um triángulo ABC, sabendo que um ponto P sobre BC é tal 
que BP = 4m, PC = 5m e ВАР e ACP são congruentes. 


vícios de Matemática — Vol. 6 
¡AS A 
paz 


1172 Resolver: 


eterminar 


a área de uma coroa circular cujas circunferências têm 1€ 
ARE, sima 209 NPR кР ca: ) ne 
a área do círculo circunscrito a um triángulo isósceles d И E arem. 
s xe $ е Dase 2 35 
^N 55 e altur 


a peterminar 
a relativa 


b) a ela de 7m. 
ы «está no lado CD de et 1 : 
A Um ponto p está no lado CI de um retângulo ABCD tal que DP = 2m, PC 


c) APB é retângulo. Determinar a área do retângulo. 
as bases de um trapézio escaleno, não retângulo medem 15m e 20m. Prolongand 
D ^ » : ¡a triá CUA с ў ando-se їг 
los, obtemos dois triángulos. Se а altura do maior dos triângulos determi ES 
2 к inados, relati 
S, е 


não parale 
va 40 lado que € base do trapézio, mede 12m, determinar a área do trapézio 


8m e o triângulo 


RR a. 
4 Resolver: 


05 D, E e F estão respectivamente sobre os lados AB, BC, CD de um triângulo ABC 
ogramo. Determinar o perímetro deste paralelogramo sabendo-se que AB = 8m 


N СЕ 2 (92%; paralel 
/ BC — 16m, AC = 20m e EC = 4m. 
N | po catetos de um triângulo retângulo medem 3m e 6m. Determinar a medida da bissetriz relativa 


a hipotenusa deste triângulo. 
Determinar a area do círculo inscrito em um setor circular de 60º e raio 6m. 


| Determinar а diagonal de um retângulo ABCD se os catetos DP е PC do triângulo retângulo 
pPC, com P em medem 15m e 20m. 


3 
М | са - 
| Exercícios Gerais 


| | 17 4 Levando em conta as medidas indicadas 3 
y 1 na figura e sabendo que o círculo está 
Sl inscrito NO triángulo, determinar x. X 
^ | ; 
54 
| Q 


Se o raio do círculo mede 4m e AB = 12m, 
1 175 determinar PD. В 


Sa, 


D PC A. 


rados das diagonais de um paralelogramo é igual a soma 


Mostre que a soma dos quad 
1 176 dos quadrados dos lados 


a circunferéncia inscrita num triángulo retángulo de catetos b 


Demonstrar que o raio d 


ес e hipotenusa a é dado por 17^» our =p -— a onde p è 0 semiperímetro. 


am um ângulo ot. Mostre que a 


2bc cos p 


1178 Dois lados de um triângulo, que medem b e с, form 
2 


bissetriz / do triângulo, do ângulo de medida 0, é dada por #= 


CP IEEE 
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хегсі orr 
TI ады. қ E — CIOS de Matemática = Vol 6 
1 179 Uma circunferéncia inscrita num triángulo ABC tangencia o lado AB no ec ! 
х 822727, ( 
Mostre que AP = p — a onde p é o semiperímetro е BC = a ponto p 2 
1 180 Seja P o ortocentro e O o circuncentro de um triángulo ABC. Mostre que AP é EE 44 
. т . == у} + 2 
duas vezes a distância entre O e ВС. Bual a 


A hipotenusa de um triângulo retângulo mede c e um ângulo agudo mede 30º 
1 181 minar o raio da circunferência que tem centro no vértice do ângulo d 
triângulo em duas regiões equivalentes. 


i f Deter- 
е 30º e divide 0 


1182 Considere um triângulo isósceles АВС de base AC e um ponto Р sobre а base AC c 
í —. о 
AP=aeCP=b,a<b. Sejam R e Q os pontos onde BP tangencia as circunferência. 
inscritas nos triângulos BPA e BPC. Determine RQ. т 


1 183 А altura de um losango é h e o seu ángulo agudo é a. Determine o raio da maior 
circunferência que tangencia dois lados e a circunferência inscrita nesse losango 


1184 As diagonais de um losango (ou rombo) medem a e be o lado é a média proporcional 
(ou geométrica) das diagonais. Determine o ângulo agudo desse losango. 


A TU a a E +A 
A 


s diagonais de um quadrilátero medem a e b e os segmentos determinados pelos 
1 1 85 pontos médios de lados opostos sáo congruentes. Determine a área desse quadrilátero. 


4 6 Os pontos M e N dividem o lado AD de um retángulo ABCD em três partes iguais e 
1 8 AD é o triplo de АВ. Determine a soma dos ângulos AMB, ANB е ADB . 


Duas circunferências secantes interceptam-se em A e Be as retas tangentes a elas por 
1 187 A as interceptam em А е C e em A е D. Mostre que AC? . BD = AD? . BC 


Mostre que a bissetriz relativa à hipotenusa de um triângulo retângulo é bissetriz do 
1188 ángulo formado pela altura e mediana relativa à hipotenusa. 


Um círculo de raio r, inscrito em um triángulo PQR, tangencia os lados nos pontos A, 
1189 B e C e sabe-se que AB: BC: AC —3 : 4 : 5. Determine a área do triângulo РОК. 


| 1 190 Considere um trapézio isósceles circunscritível com base maior a e lados oblíquos І. 
Ache a área desse trapézio. 


1191 Duas retas paralelas às bases de um trapézio dividem os lados oblíquos em 3 partes 
| iguais. Se as áreas dos trapézios adjacentes às bases são S, e S,, determine a área do 
trapézio entre esses dois. 


1 192 De um trapézio ABCD de bases BCe AD sabemos que AB = a e BC = b com a + b. 
277 Dizer sea bissetriz À encontra a base BC ou o lado AD. 

MEMES -----------ы 

- 11 93 N As bases de um trapézio medem a e b e seja P a intersecção das diagonais. Determine 

| ТУ m à medida do segmento que os lados oblíquos determina sobre a reta, por P, paralela às 

| ases. 

| 

| 


AAA д -- 
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194 Considere um trapézio isósceles circunscritível cuja razã« 
1 bre maior) é k. Achar o ângulo da base maior І “O entre as bases (menor s 
aior. : So 


A base maior de um trapézio mede b e a base menor a š i d 

^ ; Ы > as 

1195 dos ângulos da base menor. Determine a área desse trapézic 
ge JO. 


e Ты. 


lagonais sác 


› bissetrizes 


A base média de um trapézio isósceles de diagonais perpendicul 


1 196 área desse trapézio? 


ares mede a. Qual а 


m A área de um trapézio isósceles circunscritível cujo lado oblíquo é o dobro da alt 
| E { É қ ; = aa a 

% 1197 5. Determine o raio do círculo inscrito neste trapézio. e 
0 % As diagonais de um trapézio о decompõe em 4 triángulos. Se as áreas dos dois trián- 
% dy 1198 gulos nos quais um dos lados é base do trapézio, são S, е 5,, determine a área do 
5-2 trapézio. 
0р I A 

ri 9 Sendo a a medida do ângulo А de um triângulo ABC, ache a medida do ângulo ВОС, 
a 119 onde O é o incentro do triângulo. 


un Os catetos de um triângulo retângulo medem b e c com b maior que c. A bissetriz do 
MN 1200 ângulo reto determina dois triângulos. Determine a distância entre os ortocentros des- 
ses triângulos obtidos. 


ve Os lados de um paralelogramo medem a e b, com a < b. Uma reta perpendicular a dois 
120 1 lados decompõe este paralelogramo em dois trapézios circunscritíveis. Determine o 
Y ángulo agudo desse paralelogramo. 
Dor 


Considere um semicírculo de diámetro AB onde P é o ponto médio do arco AB. Dois 
1202 segmentos PF e PG, com Ее G sobre AB, dividem o semicírculo em 3 partes equiva- 
Y lentes. Determine AF : FG : GB, sabendo-se que F está entre A e G. 


DD RS EEE SE Á 


De um ponto P externo de um circunferência de raio R traça-se duas secantes: uma 


-| 1203 


ерер; А A Р 
А que passa pelo centro е outra que dista * do centro. Ache a área da região do círculo 


| entre as duas secantes. 


Г КГ e E ge o co Asses rumen EE devis ч. „леш с 
Considere num losango ABCD com BD = d os segmentos CM e CN, com M em AB 


1204 e М em AD, que dividem o losango em 3 partes equivalentes. Determine MN. 
A A A —— E TT 
1205 A área de um triângulo ABC é S e P e Q são pontos sobre АВ , com AP : PQ: QB = 

1:2: 3. Traça-se por P e О as retas г e s paralelas ao lado AC. Ache a área da região 


do triángulo situada entre as paralelas r e s. 
1206 Por um ponto A externo a um circunferência traçam-se as tangentes AB e AConde B 
e C são os pontos de contacto. Mostre que o incentro do triángulo ABC está sobre essa 


circunferéncia. 


doe ie A ARENA NAO AN 
Um triángulo equilátero ABC está inscrito em um círculo e P é um ponto qualquer do 


1207 arco menor BC. Mostre que AP = BP + CP. 
КИА TE 2 


— _—— 
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i i i A К. 1 2 A 
1208 A soma das diagonais de um losango de área S é k. Ache o lado desse losango 


Um quadrado de lado a está inscrito em uma circunferência. Ache « 
1209 inscrito no menor segmento de círculo que o lado do quadrado deter 


) lado do quadrado 
nina nesse círculo 


Um retângulo ABCD com BC em uma corda PQ está inscrito no segmento E 
1210 determinado рог PQ , cujo arco PQ mede 120º. S 


D 
Circulo 
circular é he que AB : BC = 1: 4, ache a área do retângulo. 


Bmento 


abendo que a altura do se 


11 O lado de um quadrado ABCD mede a. Ache o raio da circunferéncia que Passa pelo” 
12 ponto médio de AB, pelo centro do quadrado e pelo vértice С. 


O lado de um losango (ou rombo) mede a e o ân 
1212 po 


gulo agudo mede о. Ache o Taio da 
circunferência que passa por dois vértices cons 


ecutivos e tangencia a reta do lado 


oposto. 


13 Três circunferências de raio r são tangentes entre si. Determinar a área do triângulo 
12 determinado pelas retas que tangenciam, cada uma delas 


não são secantes a outra circunferência. 


, duas das circunferências e 


1 21 4 Uma circunferência de raio r tangencia um segmento AB de medida 


2a по seu ponto 
médio. Determine o raio da circunferência que passa por A e B e tan 


gencia a circun- 
feréncia dada. 


O. Read ART AS 
1 21 5 Seja M um pontoBC sobre o lado e N um ponto sobre o lado CD de um quadrado 


ABCD de lado a de modo que BM = 3MC e DN = 2CN. Determine o raio da circun- 
ferência inscrita no triângulo AMN. 


MEME Шын с  ________ 
1 Considere o ponto médio М do lado BC e um ponto N sobre o lado CD de um quadra- 
12 6 do ABCD, com CN : ND = 3: 1. Ache a distância entre Ne o ponto médio de AM. 


. 71” a STA “A “ 
Seja М о ponto médio da mediana BD de um triângulo ABC. Seja P o ponto onde a 
12 1 7 reta que passa por А е М intercepta o lado BC. Determine a razão BP : PC. 


RN 1i cA Moo... 


1 21 8 O cateto AC de um triángulo retángulo mede b e o cateto BC mede a. Ache a área do 


triángulo HMB sabendo que M é o ponto médio de BC eH éa projeção ortogonal de 
C sobre a hipotenusa AB. 


м A O ы) ___ 


121 9 А bissetriz do ângulo А de um triângulo АВС intercepta a circunferência circunscrita 
) ao triángulo em A e P. Determine AP sabendo que ВС-а,В-оеС-ф 


= 25-550. A ou o S Re 7. 


1 220 | Dada uma circunferéncia de centro O e raio R e um ponto A sobre um diâmetro de 


modo que OA = a. Ache o raio da circunferência que tangencia este diâmetro em À € 


tangencia também a circunferência dada. 


CCEE A 


Considere três cordas, de uma circunferência, que se cortam duas a duas, de modo 


QUE 05 pontos de intersecção dividem cada uma delas em três partes iguais. Se uma 
das cordas mede a, qual o raio dessa circunferência? 
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2 хе” 
| ifi — 
2 A diferença entre os perímetros dos hexágonos regulares ЖЕТ 
a circ 
122 uma mesma circunferéncia é a. Ache o raio dessa circunferê uns 
ncia. 


critos e inscrito em 


Seja АН a altura de um triângulo equilátero ABC de lado a e seja 

5 S 2 
1223 ВС, que tangencia as circunferências inscritas nos triângulos AHB ps 
a do tr jángulo que s destaca no triángulo ABC. 


a, paralela a 
e AHC. Determine 


a аге 


> As diagonais de um quadrilátero inscritível ABCD interceptam-se num ponto P. S; 
1224 bendo-se que А- о, B=fP e BPC=Y determine ACD. . Sa- 


As diagonais de um quadrilátero ABCD interceptam-se em P. Sabendo-se que AB = a 
1225  AP=c,BP=beCD=d, determine AC. : 


De um trapézio ABCD está inscrito em uma circunferência. A base maior forma um 
1 226 ângulo а com o lado е B com a diagonal do trapézio. Determine a razão entre a área 


do círculo e a do trapézio. 


eles ABCD sabemos que a base maior AD = a, a base menor BC 


De um trapézio isósc 
1227 = be AB = d. A reta que passa por B e pelo ponto médio de AC intercepta a base AD 


em P. Achar a área do triángulo BPD. 


Sobre um diámetro AB de uma circunferéncia de raio R considere um ponto P que 


1228 dista a do centro. Seja CD uma corda qualquer dessa circunferência, paralela ao dià- 
etro AB. Ache a soma dos quadrados das distáncias entre P e as extremidades de CD. 


Ludi Nec ere ce e es e =———_ 


Testes e Questões de 


Vestibulares 
— 71] (UFMG 92) Os pontos A, B, Es D são colineares e tais que AHI 6 E Bc ESA Т” 
v. 1 8 cm e BD = 1 cm. Nessas condições, uma possível disposição des VUES 2 cm, AC 
= b) ABCD >) ACBD a sses pontos é: 
) ADBC 5 d) BACD e) BCDA 
m 2 (CESGRANRIO 85) Numa carpintaria, empilham-se 50 tábuas, umas de 2 доп 
V. outras de 5 cm de espessura. A altura da pilha é de 154 cm. A diferença entre E 
número de tábuas de cada espessura é: 
І ` 
b) 14 с); 16 d) 18 e) 25 


a) 12 


А 5 
(СЕСЕ 81) O ângulo igual а A do seu suplemento mede: 


v.3 
2) 100º b) 144º с) 36º d) 80º 
V 4 (URUBERLÂNDIA 82) Dois ângulos consecutivos são complementares. Então, o 
E ángulo formado pelas bissetrizes destes ângulos é: 
а) 20º b) 30º 2) 215) d) 40º e) 45º 
V. 5 (UFES 82) O triplo do complemento de um ângulo é igual a terça parte do suple- 
= mento deste ângulo. Este ângulo mede: 
7 7 
Im b) E rd с) Era d) Era E 
16 + 8 


— rd 
a) с 
нн Cs O EN 4. — ЕС ТЖ AS DE 
(FUVEST 82 - 1º FASE) Considere as afirmações abaixo, relativas aos triângulos 


v.6 ABC e A'B'C'. ў 
І)ВС-ВС, AB=A'B' e С=С 
2)BC=B'C', АВ= АВ е В=В |, 
3) BC=B'C', AB=A'B' AB2 BC eC=C 
Quais das afirmagóes implicam a igualdade dos triángulos? 
d) somente 2e3 е) todas 


a) somente 2 b) somente 1е2 с) somente І e 3 


(UFGO 84) Se dois lados de um triángulo medem respectivamente 3 dm e 4 dm, 


М7 
podemos afirmar que a medida do terceiro lado é: 
a) igual a 5 dm b) igual a 1 dm c) igual a V7 dm d) menor que 7 dm e) maiorque 7 dm 


a) Dois triângulos ABC e A'B'C' tais que C 2 €', AB=A'B' e BC=B'C' são sempre congruentes 
b) Se dois ángulos de um A ABC são agudos, então ABC é um triângulo retângulo. 


E d pontos distintos sempre determinam um plano. 
a E dois triângulos têm os três ângulos congruentes, eles são congruentes. 
é a reta m é paralela às retas r e s, então r e s são paralelas ou coincidentes. 


(UFMG 89) Sobre geometria plana, a única afirmativa correta é: 


— 
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М9 (UFMG 81) O recíproco do teorema “Num triângulo isósceles os ângulos EN co 
O São iguais” 6; Ec a № 
а sá ы EA íi. mw" de guo 
и) м ángulos da base de um triângulo isósceles são iguais. д 90 
A : y Л 4 m" AA e DJ. o 
) Se os ángulos da base de um triângulo são iguais, então O triângulo é isósceles. o) 60 
o) 


c) Num triângulo isósceles, os ângulos da base não são iguais. 
d) Se os ângulos da base de um triângulo não são iguais, o triângulo não é isósceles, 
е) n.d.a. 


V.10 (MACK 92 - EXATAS) No triángulo da figura, a soma das medidas E 
" X, y € z pode ser: 
a) 25 b) 27 c) 29 
d) 31 e) 33 


(FEI 93) Na figura ao lado, as retas r e s são paralelas. A , 
V.11 2 ; { a) P 
= medida do ângulo indicado com x 6: DP 
a) 70º b) 50º с) 60º d) 85º c) P 
e) 65° à)! 
e) 
= 
V 1 2 (GV 74) Considere as retas r, 5, t, u, todas num mes- ' 
à mo plano, com r//u. O valor em graus de (2x + 3y) € p 
a) 64^ b) 500? c) 520º C 


d) 660º e) 580º 


V. 1 3 (UFGO 80) Na figura ao lado, as retas r e s são parale- 
7 las. A medida do ângulo b é: m 
a) 100? b) 120? c) 110* d) 140º e) 130º 


V.14 (CESGRANRIO 89) Na figura as retas r e r' são pa- 
ralelas e a reta t é perpendicular a s. Se o menor 
ângulo entre s e r mede 72º, então o ângulo a da figura mede: 
a) 36? b) 32? c) 24? 
d) 20º 2) US 


V. 1 5 (CESGRANRIO 90) Duas retas paralelas são cortadas por uma transversal, de modo 
que a soma de dois dos ângulos agudos formados vale 72º. Então, qualquer dos 
ângulos obtusos formados mede: 
a) 142º b) 144º c) 148º d) 150º e) 152º 


A Vol é 


(CESGRANRIO 91) As retas r e s da figura são ESTER 


v.1 las cortadas pela transversal t. Se o ángulo B é o tripl 
> о 
A vale: 


de А. então B - 


a) 90º 
e) 60º 


b) 85º с) 80º d) 75º 


v. 1 7 (PUCAMP 85) Na figura ao lado, r e s sáo paralelas. O o M 
ángulo x mede: TOR 


a) 60° b) 65° c) 70° d) 75° e) 80° » 6 se 


V 1 8 (PUC 83) Num plano, se duas retas sáo ...., entáo toda reta .... a uma delas é ..... à outra. 
А A alternativa que preenche corretamente as lacunas é: 
a) paralelas - perpendicular - paralela 
b) perpendiculares - paralela - paralela 

iculares - perpendicular - perpendicular 


SN c) perpendi 
SN d) paralelas - paralela - perpendicular 
ES 


e) perpendiculares - paralela - perpendicular 


ү, | V. 4 9 (FEI JULHO 93) No quadro ao lado, a,b,c,d e е são retas coplanares 
s e distintas. 


Completando o quadro com os símbolos: 


SS M erts paralela au 
JA perpendicular а 
Е o número total de vezes ет que о símbolo // aparece (incluindo o já escrito) e: 
s a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 
V.20 (FUVEST 91 - 1* FASE) Na figura AB = AC, BX = 
2 BY e CZ = CY. Se o ángulo A mede 40º, então o ângu- 
lo XYZ mede: A 
a) 40º b) 50º c) 60º 
— d) 70º e) 90º 
) x B 


V.21 (FUVEST 88 - 1º FASE) Um triángulo ABC tém ángulos А = 40° e B = 50°. Qual o 
ángulo formado pelas alturas relativas aos vértices A e B desse triângulo? 


1 а) 30° b) 45º c) 60° d) 90º e) 120º 
V292  (FUVEST 83 - 1° FASE) Num triângulo ABC, BD e CE são alturas, BD=CE eo 
ángulo À = 40º. O ángulo CBD vale : 
a) 10º b) 15º с) 20º d) 25º e) 30º 
| V.23 (FUVEST 81 - 1º FASE) Na figura: AB = BD = CD. Еп- D 
| д {йо: y 
a) y = 3х b) y = 2x o) xe у= 180 

)y Á B C 


d) x = e)3x=2 


448 
Exercícios de Matemática — м 
== Wolf 


V.24 EM 79-1) FASE) Na figura abaixo AB = AC, O é o ponto 
^ encontro das bissetrizes do triángulo ABC e o ángulo 
BOC ёо triplo 
a) 18º b) 1 


no angulo À. Então a medida de À é: 
2 940 o 9 
с) 24 а) 36 е) 15 


V.25 (FUVEST 78 - 1* FASE) Na figura abaixo 
ов ângulos a, В, ce d medem respectiva- 
mente, —, 2x, Зх e x 
ж 2 
O ара! е é reto. Qual a medida do ángulo f? 
a) 16 b) 18º с) 
а) 229 е) 242 


М/26 — (MACK 92 - EXATAS) Na figura, AB = AC e AD = АЕ. A me- 
dida do ángulo о é: 
de b) 10º c) 15? 
d) 20º e) 25° 


V.27 (MACK 79) Num AABC a mediana AM relativa a BC, mede 12 cm. SeG ё о 
baricentro do triángulo, a distáncia de G ao vértice A e 
e) 9 cm 


a) 8cm b) 4 cm c) 6 cm d) 5 cm 


V28 (UFMG 91) O AABC da figura é retângulo em À. Se G 
é o baricentro do triángulo, a medida de B é: 
a) 55º b) 65^ c) 70? 
du" e) 80* 
B 


A 
40* 


V.2 9 (FUVEST 92 - 1* FASE) O retângulo abaixo de dimensões a e 
b está decomposto em quadrados. Qual o valor da razào a/b? 


a) 5/3 b) 2/3 c)2 
d) 3/2 e) 1/2 


(UFES 82) Seja ABCD um trapézio retángulo. O ángulo formado pelas bissetrizes 


V.30 
do seu ángulo reto e do ángulo consecutivo da base maior mede 92º. Os ângulos 
agudo e obtuso deste trapézio medem respectivamente: 
a) 88º, 92º b) 86º, 94º c) 84º, 96º d) 82º, 98º е) 79º, 101 


| V.31 (VUNESP 85) A afirmação falsa é: 
a) Todo quadrado é um losango b) Existem retângulos que não são losangos 
c) Todo paralelogramo é um quadrilátero d) Todo quadrado é um retângulo 


e) Um losango pode não ser um paralelogramo 
A u 1 ——— 
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2 (CESGRANRIO 88) Em um trapézio retângulo, o meno 
v.3 ángulo desse polígono mede: 


r ângulo mede 35º 


- O maior 
"T b) 150º с) 1452 а) 1429 
а) 19° -————— fue e) 140º 
HS (VUNESP 89) Considere as seguintes proposições: EA 


drado é um losango; 
uadrado é um retángulo; 

дю ~ anguló é um paralelogramo; 

- todo -gulo equilátero é isósceles. 


ə todo qua 


todo triáng 
“se afirmar que: 
M. verdadeira b) todas são verdadeiras 
d) duas são verdadeiras e duas são falsas 


pode 
-6 um 
3) so u y 
a só uma € falsa 
das sáo falsas 


e) to 


4 (ITA 89) Considere um quadrilátero ABCD cujas diagonais AC e BD medem, res- 
V3 pectivamente, 5 cm e 6 cm. Se R, S, T eU são os pontos médios dos lados do 
então o perímetro do quadrilátero RSTU vale: 


drilátero dado, 
ү Ь) 5,5 ст с) 8,5 cm d) 11 ст e) 13 cm 


a) 22 cm 


E 


(CESGRANRIO 85) Na figura, ABCD é um quadrado, ADE е 
ү.35 АВЕ são triângulos equiláteros. Se os pontos С, А е М são 
s, então o ângulo ЕАМ mede: 


lineare 
NT b) 80º c) 82930: 
d) 85? e) 879307 


(CESGRANRIO 86) Assinale a alternativa que contém a propriedade diferenciadora 


V.36 do quadrado em relação aos demais quadriláteros. 
b) Os lados são todos iguais 


a) Todos OS ângulos são retos | Г | 
4) As diagonais se cortam ao melo 


c) As diagonais são iguais e perpendiculares entre si 
e) Os lados opostos são paralelos e iguais 


V37 (ITA 89) Dadas as afirmações: 


L Quaisquer dois ângulos opostos de um quadrilátero são suplementares 

IL. Quaisquer dois ângulos consecutivos de um paralelogramo são suplementares 

Ш. Se as diagonais de um paralelogramo são perpendiculares entre si e se cruzam € 
médio então este paralelogramo é um losango 


Podemos garantir que: | 
a) Todas são verdadeiras b) Apenas 1 e II são verdadeiras 


c) Apenas II e III são verdadeiras d)) Apenas II é verdadeira 
e) Apenas III é verdadeira 


m seu ponto 


V 38 (CESGRANRIO 88) Seja ABC um triângulo retângulo, onde D é о ponto médio da 


hipotenusa BC. 


Se AD = AB, então o ângulo ABC mede: o 
а) 67930” b) 60º с) 55º d) 52920” е) 45 
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V39 (CESGRANRIO 82) As bases MQ e NP de um trapézio me- NA йош: E" 
в : 2 
dem 42 ст e 112 cm respectivamente. Se o ângulo МОР é o а 
dobro do ângulo PNM, então o lado PQ mede: > у. 
а) 154 ст b) 133 ст с) 91 ст а) 77 cm е) 70 cm 
ERA ae б. 
v.40 (ESPM 94) No trapézio abaixo, M e N sáo pontos médios de ( 5 M т 
A E ss ҚАЗЫ » 24 
AC е BD respectivamente. Sendo АВ = 23 ст е CD = 13 ст, / a) 4 
= Miss y 
entáo PQ é igual a: / Au O N D > 
a)l8cm  b)10cm c) 9 cm ¡A ЧА 
d) 8 cm e) 5 cm A XE "^ 
V. 41 (FUVEST 88 - 1º FASE) Com relação a três circunferências no plano, com centros 
não colineares, podemos afirmar que: в) 
a) sempre existe um ponto comum às três circunferências ca 


b) existe no máximo um ponto comum às três circunferências 
c) podem existir dois pontos comuns às três circunferências 
d) nunca existe ponto comum às três circunferências 

e) existem exatamente três pontos comuns às três circunferências 


V. 42 (FUVEST $85 - 1* FASE) Os pontos A, B e C pertencem a uma circunferéncia de 
E centro O. Sabe-se que OA é perpendicular a OB e forma com BC um ângulo de 70º. 
Então, a tangente à circunferência no ponto C forma com a reta OA um ângulo de: 
a) 10º b) 20º c) 30º d) 40º e) 50º 


V. 43 (FUVEST 80 - 1* FASE) Numa circunferéncia está inscrito um triângulo ABC; seu 
> lado BC é igual ao raio da circunferência. O ângulo ВАС mede: 
а) 15° b) 30º c) 36º d) 45º e) 60º 


V.44 


do-se que o ángulo BPC mede 18? podemos concluir que o nümero de lados do 
polígono é igual a: 
а) 5 


(FUVEST 93 - 1º FASE) Os pontos В, P e C pertencem a uma circun- 
feréncia y е BC é lado de um polígono regular inscrito em y. Saben- 


b) 6 с)7 d) 10 e) 12 


V.45 (ITA 94) Numa circunferéncia inscreve-se um quadrilátero convexo 
ABCD tal que ABC = 70º. Se x= АСВ + ВОС, então: 
a) x = 120? b) x = 110º c) x = 100º 
` d) x = 90? e) x = 80º 


V46 (72190 Na figura ao lado ABCD é um quadrilátero inscrito num círculo, x e y são 


as medidas, em graus de ACD e ADC, respectivamente. O valor de y - x é: 
a) 55º b) 35º c) 50º d) 42? 30 e) 45º 
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ре” 
й PUSP 66) As bases de um trapézio isósceles circunscrito a uma circunferência 
: ( ) s bases [ l peo 
/47 е dem 9m e 6m Cada um dos outros dois lados do trapézio mede: 
> с Р) . 
; T: b) 6m c) 7,5m d) 8m e) nra 
sm i à 
a = iláte > tá inscrito em um GE 
e (CESGRANRIO 80) Um quadrilátero convexo esta 1n: 
V б i os à 5 s str: › na figura 
{ soma, е s. dos ângulos « e f) mostrados na figura 
y, 48 círculo. A soma, em radianos, g o 


| 
B. oy 


сут 


|а 


л b) 


3n e) 2n 


D 


(MACK 92 - EXATAS) A hipotenusa de um triângulo retângulo é 8 e o raio do 
ү.49 círculo inscrito é 2. O perímetro do triângulo é: 
b) 26 с) 24 d) 22 


e) 20 


a) 28 
(MACK JUL 95) No gráfico em setores da figura а seguir, O 


| ү.50 círculo do centro O tem diâmetro МР medindo 10cm е o 


comprimento do menor dos arcos NP é 2л cm. Se num universo U o setor А 


2 б, stá associado а 400 casos, então o número de casos representados pelos 
eum ч Si B é: 
em à 600 b) 650 с) 700 
30% | d) 750 e) 800 
mos V5 1 (MACK JUL 95) Na figura, temos um trapézio inscrito. Se o 
бщ menor dos arcos АВ mede 60º, então o menor dos arcos ММ mede: 
а) 90º b) 110º с) 120º 
d) 140º e) 150º M WOW. N 
= 
РА V. 2 (CESGRANRIO 82) As semi-retas PM e PN são tangentes ao círculo 
i». 9 ЖТ ж M 
TA da figura e o comprimento do arco MGNé 4 vezes o do arco MEN. 
A Р 
O ângulo MPN vale: G 
a) 76º b) 80º с) 90º N 
p d) 108? e) 120? 
X 
V.53 (CESGRANRIO 84) Em um círculo de centro O, está inscrito o ángulo 
AS 
o (ver figura). Se o arco AMB mede 130º, o ângulo a mede: 1989) 
а) 25° b) 30º с) 40º 
d) 45º e) 50º 
V.54 (CESGRANRIO 87) Se, na figura 
DN г гг т 2 < Е 
АВ-20% BC =124º, CD = 36º e DE = 90º, então o ângulo x mede: 
D А 
а) 34º b) 35º 30º с) 37 В 


d) 38º 30 e) 40º C 


Б, AA 


E Exercícios de Matemática — Vol. 6 


: бү 5 são vértices 
V.55 (ITA. 89) Numa circunferência de centro O os pontos А, B e C sáo y ices de um 
triángulo eqüilátero. Seja D um quarto ponto da circunferência, não coincidente 


com os demais. Sobre a medida x do ângulo ADC podemos afirmar que: 
a) 0? <x < 30? ou 60° « x < 120° 

b) x = 60? ou x = 120º 

cC) X = 45? ou x = 150º 

d) x = 240º para qualquer posição de D na circunferéncia 

e) x = 30? para qualquer posição de D na circunferência. 


cia. S 


V. 56 (ITA 90) Na figura 0 é o centro de uma circunferén ғи 
E Sabendo-se que a reta que passa por Е е F é tangente a 
esta circunferência e que a medida dos ângulos 1, 2 e 3 é dada, respec- 
tivamente, por 49º, 18º, 34º, determinar a medida dos ângulos 4, 5,6 E 
7. Nas alternativas abaixo considere os valores dados iguais 45 medi- 
das de 4, 5, 6 e 7, respectivamente. 
a) 97: n78 61º, 26º 
БӘРІ 022977060 580. 23° 
С) 029º. 612,307 
DBO 4619279 
е ЛЕ 80,162", 29º 


V 57 (CESGRANRIO 90) Em um círculo de raio 5 está inscrito um quadrilátero ABCD. 


Sobre a soma dos ângulos opostos BÂD e BĈD, podemos afirmar que: 
a) 5 x 180º b) 3 x 180º c) 2 x 180º d) 180º e) 90º 


V 58 (CESGRANRIO 79) O losango ADEF está inscrito no triângulo 
ABC, como mostra a figura. Se AB=12m,BC=8me АС = бт, 


о lado 2 do losango mede: 
a) 5m b) 3m c) 2m 
d) 4m e) 8m 


ү (CESGRANRIO 80) No AABC, CD é bissetriz do ángulo interno em С. Se AD = 
99 Зст, DB = 2cm е АС = 4cm, então o lado ВС mede: 


5 7 8 
a) 3cm b) —cm c) — cm d) ¿cm e) 4cm 
2 2 3 
ү 6 0 (PUC 84) O segmento AB mede 10. Chama-se segmento áureo de AB o segmento 


AP, P em AB, de medida x, tal que AU O valor de x é: 
a) 5/5 - 5 b) 5/3 —5 с) 5/5 +5 d) 54/3 +5 е) 5 


V6 1 (CESGRANRIO 84) As retas r, Т, ет, são paralelas. 


Entáo x é igual a: E É ü 

41 p 15 8 Т, 3 

DI 0 c) 5 d e)6 15 : 
E 


E AR E c с. a ii 


10 
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v.62 Si ) Considere o triângulo ABC, onde AD ёа media- 
na relativa ao lado BC. Por um ponto arbitrário М do seg- 


mel 
inte 
Néo pont 


Ш (МКЯМР-2ВУ b) MN + MP = 2CM c) MN + MP = 2AB 
y MN + MP = 2AD e) MN + MP = 2AC 
v.63 (UFMG 89) Na figura, BC e DE sáo paralelas, AB= 15m, po 
AD = 5m e AE = 6m. A medida de CE é, em metros: Ds NS 
DS. b)6 c) 10 d) 12 e) 18 2 
B г € 
V 64 (ITA. 73) Suponhamos que p e q sáo catetos de um triângulo retângulo e h a altura 
= relativa à hipotenusa do mesmo. Nestas condições, podemos afirmar que a equação: 
ад, 1 A : ; : 
22 _ £x4+—=0 (R èo conjunto dos números reais) 


q 


ão admite raízes reais —1, onde m € R, m> 0. 


b) admite uma raiz da forma m 


a) n 
c) admite sempre raízes d) admite uma raiz da forma — m y— 1, onde m е R, т > 0. 
4) n.d.a 
V.65 (CESGRANRIO 77) No retángulo ABCD de lados AB=4eBC=3,p a 
r o segmento DM é perpendicular à diagonal AC. O segmento AM sedit 
mede: N B 
452 5) 12/5  c)52 #95 e) 2 
(UFMG 90) No A ABC em que AB, BC e AC medem, respectivamente, 12m, lim e 
V.6 10m, tragam-se a bissetriz interna AD e a bissetriz externa AE. A medida de DE, em 
metros, é: 
a) 50 b) 20 c) 30 d) 40 e) 60 
V 67 (FUVEST 87 - 1º FASE) Na figura os ângulos assinalados 
j são retos. Temos necessariamente: y 
EC Zom P 
d m учо, c) xy = pm X p 
me А 1 E (7771 A 1 
+y=p?+ —=+==—+- 
24 y?=p*+m e) A н 
V 68 (FUVEST 82 - 1* FASE) A sombra de um poste vertical, projetada pelo sol sobre um 
s cháo plano, mede 12m. Nesse mesmo instante, a sombra de um bastão vertical de 
Im de altura mede 0,6m. A altura do poste €: 
a) óm b) 7,2m c) 12m d) 20m e) 72m 


V69 (ЕСМ5ТАСАЗА 82) Seja um triângulo ABC, retângulo em À, tal que AB = 30cm 


e BC = 50cm. Se um ponto D é marcado no lado АС, de modo que BD = DC, então 


o segmento DC mede: 
а) 31,25ст b)31,5cm c)31,75em 4) 32от е) 32,250m 
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V.70 (FUVEST 79 . |а FASE 


el 


) Na figura, o triângulo ABC é retângulo В 


n A, ADEF é зан | 0 
lado do quadrado? - um quadrado, AB = 1 e АС 3. Quanto mede о р! E м) 9 
а) 0, | | 1 
) 0,70 b) 0,75 с) 0,80 d) 0,85 е) 0,90 А E е vi 
М7Ү1 (FEI93)Na figura abai ра E 2077 
Б | gura abaixo, ABCD é um quadrado e POR é um triángu- ; 82 
RE o de altura relativa а ОК medindo 8 m, Se QR tem também 8m, o A a" 
ado do quadrado em m, mede: JA já B 
2 A TAS WI 
a p b) 3 c)4 / | «8 
) 5 e) 6 Р (0: 
ORI)" C R en 


cz 23 Шс 
V | | 8) » 

o (CESGRANRIO 87) Se os dois catetos de um triângulo retângulo medem, respecti- AA 
vamente, 3 e 4, então a altura relativa à hipotenusa mede: СТА 

5 33 3/2 p 
2 b) "e c) 2,2 d) 2,3 e) 2,4 E. 
2) » 
V.73 (CESGRANRIO 88) O quadrado MNPQ está inscrito no triángulo А A 
А equilátero ABC, como se vê na figura. Se o perímetro do quadrado é É í 
B, então o perímetro do triângulo ABC é: d) | 
a) 12 b) 10 + 2/3 c) 64 443 E 
d) 6+ 5/2 e) 16 T 
V.74 (FEI JULHO 93) Na figura abaixo, ABCD é um trapézio de А B a 


bases AB e CD; o triângulo BCD é isósceles de base CD e ás 
os ángulos ADB e BCD tém a mesma medida о. Se BD e CD medem, DÈ ESC 
respectivamente, 8cm е 12cm, a medida de AB, em cm, é: 
11 


94 уб o7 ав 9% 


V 75 (CESGRANRIO 88) No quadrado ABCD da figura, tem-se AB - 4, 


A 
E 
АН Or = Аб =2. Então, HI mede: H SU 
16 
a) V5 b) 5 ә = d) 33 e) 24/5 


I 
D E 


V.76 (CESGRANRIO 90) Os catetos b e c de um triángulo retángulo ABC medem 6 e 8, 
respectivamente. A menor altura desse triángulo mede: 


a) 4,0 b) 4,5 с) 4,6 d) 4,8 e) 5,0 
M77  (CESGRANRIO 91) Uma folha quadrada de D C 
papel ABCD é dobrada de modo que o vértice b 
C coincide com o ponto M médio de AB. Se o lado ABCD é р 
1, o comprimento BP é: 
a) 0,300 b) 0,325 c) 0,375 


d) 0,450 e) 0,500 A M В A М-С B 
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V. 78 eda M "e, STU cateto e a hipotenusa de um гід q acao НА E 
я respectivamente, então a tangente do ângulo рена retângulo M 
/10 b) 2 a d) ш. СС; 98а, 
| a) 710 н + 2 А ыы ©) 245 
| Y 79 UMES O FASE) O valor де x na figura ao ladoé 0 
E ыу Ь) 3/5 EE (^: ix 
| | y e) 5 A 
PN — 80 (MACK 75) O ponto P está no interior de uma circun ferência de 13cm de I dis 
B V. 5cm do centro da mesma. Pelo ponto P traca-se a corda AB de OR e dista 
"ttj. | mentos dos segmentos que P determina sobre a corda AB são: gs 
| a) 11cm e l4em Б) 7cm e 18cm c) 16cm e 9cm d) 5cm e 20cm е) 8cm e 17em 
f == ~ 
| м 81 (MACK 81) Na figura ao lado vale sempre: 
DM | z 
| | a) OA . OB = UE HOP с... 
| | b) ОР. (UT. А О 
УА o) AP. ОО = (0A)? 
| d) ОА. BQ = (ОО) 
| egOP.OE-r 
NE М 82 (UFMG 82) Num círculo, a corda CD é perpendicular ао diâmetro АВ no ponto E. 
: Se AE. EB-3 ‚ a medida de CD é: 
а) 48 b) 2/3 с) 33 d) 3 e)6 
Ac | V.83 (UEBA 84) Na figura ao lado são dados RES" 1, 
| E an EC MES 
BE = 8cm e ED = 6m. O comprimento de AC, em cm, é: C B 
3) 10 b) 12 c) 16 
— d) 18 e) 20 N / 
В 


V.84 (FATEC 92) O valor do raio da circunferência da figura é: 


а) 7,5 b) 14,1 с) 12,5 
d) 9,5 е) 10,0 


V (FUVEST 88 - 1º FASE) Em um triângulo retângulo OAB, retângulo О 
85 em O, com OA = a e OB - b, são dados os pontos P em ОА е Оет r 
OB de tal maneira que AP = PQ = QB = x. Nestas condições o valor de x €: Q 


à) Jab -a-b b)a+b-v2ab с) qa” +b’ 5 B 
Da+b+/2ab е) vab+a+b 
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З B 

V.86 (FAAP 94 - EXATAS) No triángulo ABC (ver figura), tem-se BD N 
bissetriz interna do ángulo B. Os valores das medidas x e y sáo, 

respectivamente: 4/5 а 

a) 2/3a, 1/3a b) 4/15a, 1/3a c) 4a, 3a 

d) 4/15a, 3a e) 4/5a, 1/3a 


- a EN 
D y с 


V.87 (ӘБЕС ma da de 5 50m de comprimento está apoiada em uma parede, 

sendo que seu pé está distante 1,50m dela. Um pintor quer que a extremidade supe- 

rior da escada alcance 30cm mais alto. Que distância ele precisa deslocar o pé da escada em 
direção à parede? 


а) 30cm b) 10cm c) não é possível d) 1,50m e) Im 
V.88 (FEI 93) O raio do círculo circunscrito ao triângulo retângulo de catetos 4 e 8 é: 
a) 2/5 b) 445 с) 6/3 d) 343 e) 6 
V 89 (FEI JULHO 93) Na figura ao lado, o valor de x? + y? é: 
a) 18 
b) 24 
c) 36 
d) 44 
e) 54 


1 
В 
V.90 (FAAP JULHO 93) Um "designer" projetou o logo- 
tipo de uma empresa, formado por quatro círculos 
tangentes inscritos noutro círculo, conforme figura. O raio R mede 
(medidas em centímetros): а» 


a) 0,8 
b) 0,7 


d) 0,3 
e) 0,6 


V 91 (GV JULHO 93 - 1º FASE) Queremos desenhar no interior de um retângulo ABCD, 
5 um losango AICJ com vértice I sobre o lado AB do retângulo e vértice J sobre o lado 
CD. Se as dimensões dos lados do retângulo são AB = 25cm e BC = 15cm, então a medida do lado 
do losango é: | 


a) 13cm b) 15cm c) 17cm d) 18cm e) 15/2cm 


V. 92 (FEI 92) As circunferências da figura ao lado são 
. tangentes entre si e tangentes à reta т. Se as duas 
maiores têm raios iguais a 5,0cm, o raio da menor é: 


f | 
а) po? b) Zom с) 2,0cm d) Pom e) 1,5cm "E Um 


DES JS Rô 
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м 93 (VUNESP 92) Sejam AB um diâmetro de uma circunferência B 
. " a » € e “ 
н tangente a essa circunferência, AB = 345m e ВС = /5m. Р Cum s 


£gmento de reta 


or C : 
C traça-se uma reta per- 


ular a BC que intercepta a circunferência em D e E. Se CD < CE, então 
2<СЕ, ао а medida de CD é 
e CD é: 


pendic 


ION E 
141. 


3 /5 = 5 
De 3 —m c) Б 


794 (VUNESP 95) A distância entre dois lados paralelos de um hexágono regular é igual 
igua 
E a 243cm. A medida do lado desse hexágono, em centímetros é: 


a) У3 


5 (MACK 95) No quadrado da figura, M e Q são os centros dos 
v.9 arcos de mesmo raio £. Se АО = 4/2, então AB mede: 


342 442 
a) 2 b) E с) =) 
5 
d) 2/2 е) b 


М 96 (FAAP JUL 95) Dois reservatórios circu- 
E lares estão interligados por uma tubulação 
de “x” metros lineares, conforme figura abaixo. Saben- 
do-se que o custo por m da tubulação é de R$ 150,00 o 
custo total (em reais) da tubulação é: 


dado: OO' = 41m 
a) 5.000 Б) 5.500 c) 4.000 d) 4.500 e) 6.000 


V97 (FAAP JUL 95) Em 1994, Pierre Cardin veio ao 
x Brasil apresentar na FAAP sua coleção “Outono- 
Inverno”. A passarela foi iluminada por dois focos que projeta- 
vam dois círculos de raios “R” е “y” conforme figura abaixo. O 


valor de “АВ” é: 


а) {К.г b) Rr с) 24R.r А 


d) 2/R+r e) R/r 
А В 


V.98 (EPUSP 66) Os lados de um triángulo estão na razão 6 : 8 : 9. Então: 
3) o triángulo é obtusángulo b) o triángulo é acutángulo 
с) os ângulos estão na razão 6 : 8 : 9 

d) o ángulo oposto ao lado maior é o dobro do ángulo oposto ao lado menor. e) п.да. 
V.99 (CESGRANRIO 80) Um dos ángulos internos de um paralelogramo de lado 5 e 4 


mede 120*. A maior diagonal deste paralelogramo mede: 
a) 5 b) 6 c) 40 d) 437 e) 6,5 
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V.100 (CESGRANRIO " 


81) O quadrilátero convexo MNPO é 


eo ! M. pus 
MO уН Inseritível num circulo de diâmetro MP. Os lados MN e l po 
em o mesmo Comprimento pe o ângul NMO 5 2/09 4 af 2 P 
mento do lado NP é: шы БОА compri- о ES 
N 2) 
a) (| 14 УЗ Е ғ 
2 b) 4(У3-1) c) (1-3) 40€ 
в 
| 4 
d) e3 / ya aros 
2 е) 2/3 / E a 
é A 
| EA, 2) |2+ 


IT 13 RE a VN 

V. 1 01 e 94 ыл triângulo ABC, BC = 4cm, o ângulo C mede 30º e a projeção do lado 
c sobre BC mede 2,5cm. O comprimento da mediana que sai do vértice A mede- 
сш b) V2em 5% 


c) 0,9cm d) J/3cm е) 2cm 


A 

V 1 02 (CESCEA 75) Na figura ao lado AT é tangente à 3 » 

circunferência de raio г. © 

Sabendo-se que AT = 2r, então o valor de AC é: IS ү 

а) (V5 + 1): b) 1 +2r с) т? E 3) Р 

d) /5r e) (V5 - Ir P. 

e)' 

V.1 03 (FCM STA.CASA 77) Na figura abaixo, o valor de d «do, = 
e: 


а) bra b) J/2ab c) 2 Jab 
d) 2а b 4a e) 2,/ab + 2a 


М 1 04 (ЕСМ STA.CASA 82) Na figura ao lado, tem-se as 
circunferências À, А, e À, tangentes entre si, tan- 

gentes a uma reta t de raios r,, r, е r,, respectivamente. Se r, =r, e 
г, = ӛсіп, então г, mede, em cm: IN 
a) 10 b) 15 c) 20 
d) 25 e) 30 


М 1 05 (CESGRANRIO 84) Em um círculo de centro O e raio 10, S C 
traçam-se dois diâmetros perpendiculares AB e EF e a corda E 
AC, como mostra a figura. Se AC — 16, o segmento AD mede: 7 B 
a) 8/2 b) 12,0 с) 12,5 
d) 13,0 e) 6/3 


V 106 (ITA 85) Considere um triângulo isósceles inscrito em uma circunferência. Se a 
base e a altura deste triângulo medem 8cm, então o raio desta circunferência mede: 
а) 3cm b) Аст с) ӛсіп d) 6cm е) A/2cm 
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Y 1 07 (ITA 92) Num triângulo АВС, retângulo em À, tem 
я , os 


А В=60 
& 295 se e > ^ ч . AS icm . 
ângulos se encontram num ponto D. Se о segmento d As bissetrizes destes 


е reta BD mede lcm, então a 


hipotenusa mede: 


3 = 
IFY cm b) 1+ Зет OD за неме 
mm 


€) n.d.a 


(ITA 88) Num losango ABCD, a soma das medidas dos ángulos obtu 
1 cM SOS 


м1 08 soma das medidas dos ângulos agudos. Se а sua diagonal menor med € o triplo da 
mede 


d cm, então 


esta medirá: 


sua ar 


| E b) e ) айды ыа ba Ти d 


V.1 09 (EESCUSP 68) No A ABC tal que AC=2,BC= 43 e C= e temos: 


id a) AB=3 b) AB- J3 c) AB-2 d) AB- 42 e) nada disso 


` Y 4 4 0 (FEI 71) Assinale a alternativa falsa, quanto ао tipo de triângulo de lados а, b е с. 


Te a) Se a = 13, b = Do Ө. == 12; 0 triângulo é retângulo b) Se a = 18, b = 5, c = 12, ё um triángulo 
c) Se a = 5, b = 5, с = 5, o triângulo é equilátero d) Se a = 5, b = 7, с = 7, o triângulo é isósceles 
SN e) Sea = 1, b = 2, c = 3, não é triángulo 


V. 1 1 1 (PUC 70) a,b e c são as medidas dos lados de um triângulo ABC. Então, se: 


а)а2 < 2 + с?, о triângulo ABC é retângulo 
| b)a?=b?+0c% о lado a mede a soma das medidas b e с 
| c)a >b’ + с?, о ângulo oposto ao lado que mede a ё obtuso 
TM да сае а 
| 4) b? = а? + c^, а е hipotenusa е b e c são catetos 


A e) n.d.a 


v.112 


| a) é possível formar apenas um triângulo retângulo 
| b) é possível formar apenas um triângulo obtusângulo 
c) é possível formar apenas um triângulo acutângulo 


d) não é possível formar um triângulo 
e) é possível formar qualquer um dos triângulos: retângulo, acutângulo ou obtusángulo. 


(CESESP 82) Com 3 segmentos de comprimentos 10cm, 12cm e 23cm... 


V1 13 (CESGRANRIO 89) Se 4cm, 5cm e 6cm são as medidas dos lados de um triângulo, 
5 então о cosseno do seu menor ângulo vale: 


5 4 3 2 1 
ane 4 3 2 ш 
js b De 95 97 
КЕТЕР AA асаа 
Vi 14 (U.MACK 78) Na figura AB = 30; BC = 40; CD = 20; О é o B 
z centro da circunferência; m (DEA) = 90°. O valor de CE é: ses 
a) 12,5 b) 10 c) 8 C 


d) 5 e) impossível de ser calculado por falta de dados. 
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V1 15 (MACK 88) Num triângulo, as medidas dos lados são 6em 8cm e 12 TAL 
y do lado de 12cm sobre o de 8cm mede: Ei Projeca 5 
“yal 
a) 2.75em b) Sem с) 10,75 ст а) 325 E EA 
75‹ : nomo ©) 12,5cm JA24 
М1 16 (ITA 77) O número de diagonais de um polígono regula: 2n lad 2 
B . с А é : & É = 4 у OS, ( C Nac 
pelo centro da circunferéncia circunscrita a este polígono, é da lo p че пао passam a) 1 
E Sa ado or 
a) 2n (n - 2) b) 2n (n - 1) c) 2n (n - 3 2009) 42 
( ) ( ) d) 2 І €) nda, y. 1 2- 
PUC CAMP > < , 4 D y Hn Йй Н қ Ж EE a E 
V117 ( 87) A área do hexágono regular inscrito no círculo de raio АШ ёт 
4 ас ralo 4 е: unfer 
a) 54/3 b) 3643 с) 124/3 d) 4843 е) 2445 56 
ue а) 9 
М1 18 (FATEC 79) Os pontos А, Вес pertencem a uma circunferência q: АВ e AC а) 1 
, n | 08) AG «a 
respectivamente, os lados do quadrado e do triângulo equilátero inscrito em q Es sn 
ainda, o A ABC tem área mínima, então: ES y. 1 ; 
a) o ángulo interno À mede 15? b) o arco BC divide œ em 8 arcos congruentes 
c) a razão entre AB e AC é, nesta ordem, Уз дү? 
~ be r sa 
d) a razão entre o raio R de œ e BC, é nesta ordem (E 


== e) n.d.a 
E ) 


V, 1 1 9 (ITA 89) Considere uma circunferência de centro em O e diâmetro AB. 


с Tome y 
segmento BC tangente à circunferência, de modo que o ângulo BCA meç E 


даа a 30º. Seja a) 2 
D o ponto de encontro da circunferência com o segmento AC e DE o segmento paralelo a AB, com 
extremidade sobre a circunferência. A medida do segmento DE será igual a: 
a) à metade da medida de AB b) um terço da medida de AB -= 
c) à metade da medida de DC d) dois terços da medida de AB “ 
е) à metade da medida de АЕ з 
РР QD A 
V120 (PUC 80) O matemático K.F.Gauss (1777-1855) demonstrou que um polígono regu- a) 


lar com p lados, onde p é primo, só pode ser construído com régua e compasso se p 
é da forma 2” - 1, com n natural. Qual dos polígonos abaixo não pode ser construído com régua е 


compasso? 
a) pentágono b) hexágono c) heptágono d) octógono e) heptadecágono 


V. 121 (ITA 75) Os lados de dois octógonos regulares têm, respectivamente, Sem e 12cm. 
Ы O comprimento do lado de um terceiro octógono regular, de área igual à soma das 
áreas dos outros dois, é: 


а) 17cm b) 15cm с) 14cm d) 13cm e) n.d.a 


V.122 


(FEI JUL 95) A seqüéncia abaixo representa o nº de diagonais d de um polígono 
regular de n lados. 


O valor de x é: 
a) 44 
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(UNICASTELO 92) O número de diagonais de 1 5 5 | 
dia 215 im octógono re с 
- gular é: 


v.123 a) 28 b) 8 c) 4 d) 12 e) 20 


2 4 (FEI 93) Num polígono regular, о número de diagonais é ditiolo AS — 
v.12 lados. A quantidade de lados desse polígono é: plo do nümero de 


b) 8 c) 9 d) 10 eu 


а)! 
\у.125 (U.MACK 75) Os lados de um triângulo são 

. E Sabe Merc ISOs lados a е b são tangentes а 
uma circunferência cujo centro está sobre O lado c. O raio dessa cir- 
cunferência é: 


56 47 28 

E DUE == 

a) 9 ) 3 с) 11 
e) 19 


d) 7 
gono regular de 12 lados, inscrito num 


(PUC 81) Qual é a medida do lado de um polí 


ү126 ` ааа 
círculo de raio unitário? 
3:08] 
a) 243 b) 2-43 c) 43 —1 уаде TEL 
2) 2 22-2 
в 
V. 1 27 (PUC 82) A figura mostra um hexágono regular de lado a. A dia- Д 
сопа! АВ mede: | 
Т N 
a) 2a b) a/2 с) 22 d) ay3 e) ze. NX | 
N 


medidas dos ângulos internos de um polígono regular é 2160º. 


V. 128 (ITA 88) A soma das 
E Então o número de diagonais desse polígono, que não passam pelo centro da circun- 


cunscreve, é: 


ferência que O cir 
b) 60 


a) 50 c) 70 d) 80 e) 90 
V 12 (FUVEST 89 - 1º FASE) Dois pontos materiais A e B deslocam-se com velocidades 

4 constantes sobre uma circunferência de raio r= 8m partindo de um mesmo ponto 
o sentido horário com O triplo da velocidade de B, que se desloca no 


0. Se o ponto А se desloca n 
rimento da corda que liga o ponto de partida ao ponto do primei- 


sentido anti-horário, então o comp 
ro encontro é: 
c) 3m d) 4m e) 5m 


a) Im b) 2m 
nto de uma 


Vi 30 (FEI JUL 95) Dois corpos partem, no mesmo instante, de um mesmo po 
circunferência, porém em sentidos opostos. Suas velocidades são 30rum/s е 5010/5, 


e eles se chocam exatamente após 21 seg. da partida. O raio da circunferência mede: 
c) 610m d) 840m e) 2180m 


а) 360m Б) 437т 
leta tem 0,7m de diámetro € está 


V131 (FAAP JUL 95) A roda traseira de uma motocic 
з girando а 500 revoluções por minuto. А que velocidade (aproximada) está trafegan- 


do a motocicleta? 
c) 40km/h d) 33km/h e) 66km/h 


a) 55km/h b) 80km/h 
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V132 (FATEC 94) Na figura abaixo, o raio da circunferência mede: y x Я cot 
/ | ea | 
a) 5,0cm b) 2,5cm y / | 4 сї, p 4 
4.0c p à 
с) 4,0cm 19 7. ax 
d) 3,0cm e) 10,0cm ^ д0 эй 
20 
Е Ee | > 2) 15% 
СУ 81) Se З EE a КЕ? > Р 
V 133 (S 1) Sendo x o raio do círculo inscrito num setor circular de 90° € raio т, então. 752 
ж ‚ Аас: 
озчу b) x=2ry2 с) у= d) x=- e) x=rl 4/2 -] ТА 
5 E mS = e «рї Ы | gr 
FATEC x у "TW " EUG m 
V.134 ( EC 88) O pneu de um veiculo, com 800mm de diámetro, ao dar uma volta 3) 


completa percorre ri istânci 
л р percorre, aproximadamente, uma distância de: 
a) 25,00m b) 5,00m 


c) 2,50m d) 0,50m е) 0,25m 


Е 88 ; A iere m | 
V. 1 35 PC 88) Um hexágono regular, de lado 3cm, está inscrito numa circunferência. 2 
А еѕѕа circunferência, um arco de medida 100º tem comprimento: * 
5 
Эа ей 5 5 10 
а) < b) 6 Tem с) Tem d) a Tem е) —Tcm 
Y 
М1 36 (УСМС 82) Aumentando о comprimento de uma circunferência de 4cm, о seu raio, 
em centímetros, aumentará: : 


л 2 1 + 
a) 2л Б) с) = DE е = 


V 137 (ITA 80) Consideremos um triângulo retângulo que simultaneamente está circuns- 
z crito à circunferência С. e inscrito à circunferência C,. Sabendo-se que a soma dos 


comprimentos dos catetos do triângulo é k cm, qual será a soma dos comprimentos destas duas 
circunferências? 


2nk 4nk 
a) em b) x с) 4nkcm d) 2лКст e) tkcm 


V. 1 38 (FAAP 95) Duas polias de raios iguais a 2,2 

E cm são ligadas por uma correia de comprimento 

igual a 44cm. А distância entre os centros das polias é, арго- 
ximadamente: 


а) 15,1cm b) 7,2cm c) 9,0cm d) 5,4cm e) 12,0cm 


М1 39 (МАСК JUL 95) No trapézio da figura, PN - PQ. Entào o M 4 N 


ángulo œ mede: 
a) 64º b) 68º c) 72º d) 76º e) 80º 4 4 


V.1 40 (ITA 90) О comprimento da diagonal de um pentágono regu- 

— lar de lado medindo 1 unidade é igual à raiz positiva de: 
ax tx-2-0  b)x-x-2-0 c)xX - 2х+1=0 Е B 
О) xo =0 e)x -x-1-0 
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FUVEST 91 - 1º FASE A 
| y.141 ( 1 - 1º FASE) O retângulo ABCD repre- " 
" senta um terreno ret: ' cuj 5 T S 
pA, DUE etangular cuja largura é 3/5 do com- 
primento. A parte Lares: representa um jardim retangular cuja 
a © também 3/5 do comprimento. Qual a razáo entre a área 
db jardim e à área total do terreno? 
1) 30% DESS c) 40% 
4) 45% e) 50% D 
ү 142 (FUVEST 89 - 1º FASE) Os lados de um retângulo de área 12m? estão na Ее 1:3 
А Qual o perímetro do retângulo? s 
3 
b) 12m c) 16m 


Jargur 


d) 20m e) 24m 


ч, а) 8m 
ür 
s cr ; : : 
ER V 143 (FATEC 89) Dado um círculo de raio R, medido em cm, para que a área desse 
) q a círculo tenha um acréscimo de 87R?cm?,o raio deve aumentar: 
b) 2R cm c) 3R cm d) 4R cm e) 5R ста 


uma das semicircunferências na figura ao 


tem a) R em 
V. 1 4 4 (U.MACK 74) A diagonal AD do quadrado ABCD mede 4/2cm. a Ө a 


) Sa 
о. Se o diâmetro de cada 
А lado é igual à metade do lado do quadrado, а área da região assinalada 6: 
1 т 

а) 1 b) 22 с) 8 
lo, 4)? 922 
Da dy, V 1 45 (FCM STA.CASA 78) Uma estrada de 8km de comprimento e 8m de largura deve 
i Я ser asfaltada. O custo total da obra, em milhões de cruzados, sendo Cz$ 200,00 о 

preço do metro quadrado asfaltado, é: 

a) 64 b) 50 c) 25,6 d) 12,8 e) 0,0128 

46 (FUVEST 89 — 1º FASE) Os pontos A, В е С são vértices А B 
~ V.1 | ; ЖАРА 
consecutivos de um hexágono regular de área igual a 6. Qual 
2 a área do triângulo ABC? 
a) 1 b) 2 с) 3 C 

/ d) NE e) МЕ 


do são dados: 


V147 (FCM STA.CASA 81) Na figura ao la 
J3cm. A área do triángulo ABC, em em, e: 


4 (BAD) =30",? (CAD) -45% e Ар = 


А 


Exercícios de Matemática 
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6 


Pelo Че lados à, be cs: “х= 
т а FASE) A área de um triangu , € е daa. = лу, 
КӘ адыр - = 2. \(р - с) onde p é o semiperímetro (2p = a y ы. Pela (20° 
fórmula S = Үр(р-а)(р: >) (р кеу 40 Б 
Qual а área de um triângulo de lados 5, бе7? 048 | m 
a) 15 b) 21 с) 7\/5 d) 4210 е) 6/6 2 
(CESGRANRIO 89) Na figura, ABC é ULA ED де. x D A NI 45 
V. 149 ACED é um quadrado. Se AB mede 4, a área de At. e | | М 
жы - | | ^ 
а) 10/3 b) 16 с) 2042 | | M 
d) 32 e) 36 E k ZA 


V150  (FUVEST 88 - 1º FASE) Aumentando-se os lados а © > 42 um retângulo de 159, ¿ 
20% respectivamente, a área do retângulo é aumentada de. 


a) 35% b) 30% с) 3,5% d) 3,8% е) 38% 


"T dO. pn 
V. 1 (ITA 89) Se num quadrilátero convexo de área S, o ángulo agudo еппе аз diagonais 
3 51 mede 1/6 radianos, então o produto do comprimento destas diagonais é igual а: 


a) S b) 2S c) 3S d) 45 е) 55 


V 152 (FUVEST 84 - 1º FASE) Num triângulo retângulo Т os catetos medem 10m е 20m 


A altura relativa à hipotenusa divide T em dois triângulos, cujas áreas, em mè, Em 

a) 10 e 90 b) 20 e 80 e» 25 99/5 d) 36 e 64 e) 50 e 50 
CD o ‘N 

V 1 53 (CESGRANRIO 91) Seja D o ponto médio do lado AB E 

2 do triângulo ABC. Sejam E е Е os pontos médios dos 

segmentos DB e BC, respectivamente, conforme se vê na figura. Se a 
área do triângulo ABC vale 96, então a área do triângulo AEF vale: 
a) 42 b) 36 ©) 32 
d) 30 e) 28 


V. 1 5 4 (FUVEST 83 - 1* FASE) No plano cartesiano os pontos (1,0) e (-1,0) são vértices de 
z um quadrado cujo centro é a origem. Qual a área do quadrado? 


a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5 


V. 1 5 5 (ITA 92) A razão entre as áreas de um triángulo equilátero inscrito numa circunfe- 
E rência e de um hexágono regular, cujo apótema mede 10cm, circunscrito a esta 


mesma circunferência é: 3 


a) 2 b) 1 с) 3 4) $ e) n.d.a 


V156  (FUVEST 77 - 1º FASE) Na figura, A = (3 ; 4), M - (9 ; 
| 12), AB // MN e AC // MP. A área do triângulo ABC ё8.А у 
área do triângulo MNP é: 


8 8 
2m b); c) 24 


d) 36/3 e) 72 
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== (CESCEM pa 
157 (СЕЗСЕМ 75) Na figura ao а 
н О inscrito em um setor de » temos a re 


5 )resentac: қ ; 5 
4 90 cujo raio m. | Ж entacáo de um retángu- 
* 2 e b de бет, Medi 4 

atângulo do raio, a åre: А - Medindo o 1; 
do retângu 3 1 arca do retângulo "n lado OA | 

“aq uu =P Ono 

NR ъв | O 

a) , е) 24m? с) 8V13m? бул i 
d) 16m е к 


APA E "3 RE т ————— 
A Or n 
- (СЕ5СЕМ 77) Se КЕС > 
ы y М endo A EE, — ч Ee 
8 A 4 drea de y 5 Nx 
v.15 a de um qu ‚ * UM quadrado inscrito em uma circunferé RE 
- A e d же “4. P 
rito à mesma circunferéncia é: ш 


| b) 2A 4 
a) 4A с) —A 
ON | a) 3 d) /2A e) 1,5А 


e V. 1 59 LSU IS FASE)'O triángulo ABC Т 
" 5ст. Sabe-se que А е В são extremid 
écm. Então а área do triângulo ABC, em cm? 


à inscrito numa circunferência de raio 
ades de um diâmetro е que a corda BC mede 
, Vale: 
dn À f SNA 

a b) 12 060 
MP | а) 24 ОУ; d) 6/2 е) 248 


Y 4 60 (VUNESP 94 - CONH.GERAIS) O menor país do 


mundo em extensáo é o Estado do 


> | Vaticano, сошашпа área de 0,4 km?. Se o território do Vaticano tivesse a forma de 
y um quadrado, entáo a medida de seus lados estaria entre: 
) а) 200m e 201m b) 220m e 221m c) 401m e 402m d) 632m e 633m e) 802m e 803m 
: 1 61 (FEI 94) Se os triângulos ABC e DEF são construídos de tal maneira que: DE = 
V 2AB, EF = 2BC, DF = 2AC, podemos afirmar que a divisão da área do A DEF pela 
área do triángulo ABC é igual a: 
a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 43 
Нн тент”... + 
V. 162 VUNESP 93 CONH. GERAIS) Considere o triângulo retângulo D е 
я isósceles АВС (reto ет В) е o trapézio retângulo EFCD cujos ângu- 
los internos retos são os dos vértices F e С, conforme a figura. Sabe-se que 
E». EN E 
BF=8cm, DC = 4cm e que a área do trapézio EFCD é 30cmº. E 
A medida de AB é: | 
a) 12cm b) 14cm c) 16cm d) 18cm 
e) 20cm 


| $ 1а ilátero сот 
FEI 93) Na figura abaixo, АВС é um triângulo equi O 
v.163 d de же М, N e P são pontos médios dos lados deste triân- 
шо. A área, em ст, do quadrilátero AMPN é: 
a)4 b) 6 c) 8 
d) 10 e) 12 


Exercícios de Matemátic 
mem a — 


e) 4 


De т E FE a | ^ 
(MACK 93 EXATAS) A área do triângulo OPQ assinala- A 
V. 164 do na figura e P | 
lo : le 
15 — c) 2 | |54 
B b) 8 d Qi 
A _ IA 


a área do retângulo cujos lados são į — 


V. 165 (METODISTA 93) As dimensões € л 
E diagonais de um losango de 96m? de área € NE de lado sáo: 7 
a) 8m , 18m e 144m? b) 10m, 16m е 160m 3 

d) 12m , 14m e 168m* 7 


c) 12m, 16m e 192m? 


uma circunferência de raio r SS 


(FAAP 93) Na figura acima, T, é 


V.166 que passa pelo centro da circunferência T,. ABC é um triân gulo уе EN 
inscrito em б,, cujos lados AB е AC são os diâmetros T, € T,, respectivamente. / MW D р. 
A área em cm? desse triângulo, em função o: Ле: | “а | \ 8) 2 
а) 8r? b) 212 с) ut. \ N | 
à) 
2 
d) 3r 2 


es tem perímetro de 54cm. Cada um dos lado 
se. Calcular a área do triângulo. à 
d) 135cm? е) 85cm? 


V.167 (OSEC 93) Um triángulo isóscel 
congruentes é 30% maior que a ba 


а) 270cm” b) 170cm? c) 108cm? 


ERU — ———— ———. 
V.1 68 (MACK 93 EXATAS) Na figura, a circunferência de centro O GS 


está inscrita no quadrado. 
Então a soma das áreas do quadrado e do triângulo ABC é: 


a) 120 b) 132 с) 144 
d) 156 е) 168 | | 
B 


V169 (OSEC 93) Houve uma manifestação popular e, dia seguinte, cada jornal noticiou 

| um número diferente de pessoas presentes. Foi ocupado um trecho de 500m de uma 

avenida com 30m de largura, mais as duas calçadas que têm 2,5, cada uma. Vamos admitir uma 

ocupação média de 5 pessoas por m? e descontar 20% devido a canteiros, carros estacionados 

banca de jornal e outros. Qual foi a melhor estimativa? | | 
a) 200 mil b) 100 mil c) 70 mil d) 50 mil e) 20 mil 


V170 (FEI JULHO 93) O retângulo ABCD, da figura abaixo, 
, tem lados AB e BC medindo, respectivamente, 8cm e , 
cm. Se БЕСС é um retângulo tal que E é o ponto médio de BD e Hé o 
ponto médio de FG, a área do retângulo HICJ, em cm?, é: F 
| | b) 2 с) 4 LA 
e) 8 ЖИС 
D G J € 
A 


| ABC = 150º, AD = AB = 4cm, ВС = 10cm, MN = 2стп, sendo 


(MACK JULHO 93) Na fi 
£ a f Jure a 4 А : и 
у.171 РТО é 100; então а área ас Bura, a área do triângulo 


> trapézio MNPO 4: M 
240 b) 256 c) 270 216: ео E 
а) 286 e) 300 
d) 5 Y 
N 
wi : к GO E 
MACK 92 HUMANA Rec ce a — NO 
v.1 72 | МЫЗ) Na figura, а Circunferência de cen- 18 o 


; BC 4 
tro O tem raio 5 e ===— Ent 2 » 
AG 5 Então a área do triángulo vale: 


| QM b) 28 c) 32 


à 36 e) 40 NS NI 


V173 (FATEC 92) Sabendo-se que o quadrado ABCD tem área leque А F 
E AF = BG = CH = DE, a área máxima da região hachurada é: 


1 
| 1 3 
а)? 5 8 c) 4 
1 
E e) 4 
d) 3 4 
V 1 7 4 (FUVEST 95 - 1* FASE) No quadrilátero ABCD ao lado, 


MeN, respectivamente, os pontos médios de CD e BC. 
A medida, em cm”, da área do triángulo BCD é: 

a) 10 b) 15 c) 20 

d) 30 e) 40 


М 1 75 (VUNESP 95 CONH.GERAIS) А figura mostra a planta 
5 baixa da sala de estar de um apartamento. Sabe-se que 
duas paredes contíguas quaisquer incidem uma na outra perpendicular- 
mente e que AB = 2,5m, BC = 1,2m, EF = 4,0m, FG = 0,8m, HG = 
3,5m e AH = 6,0m. Qual a área dessa sala em metros quadrados? 
а) 37,2 b) 38,2 c) 40,2 H 
d) 41,2 e) 42,2 


JD AMn Б 


(FAAP 95) А FAAP está planejando construir mais uma quadra de esportes (retangular). 
V 1 76 O custo do piso é diretamente proporcional à área da quadra е foi orçado em R$ 5,000,00. 


XQ. x 
Decidiu-se, posteriormente, aumentar O comprimento em 20% e diminuir а largura em 20%. O novo 


custo do piso é: 
a) R$ AS b) R$ 5.200,00 c) R$ 5.400,00 d) R$ 4.600,00 е) R$ 5.000,00 


adrado e um retángulo cujas diagonais são iguais. Se- 


(FAAP 95) Considere um quadrado еті) 
V.1 77 ; i t ais a Sq e Sr. Então: 
jam suas áreas respectivamente 18U moss. 


a) Sq = Sr b) Sq < Sr с) 5а > Sr 
áreas 


е) impossível determinar a relação entre às 


| = aio isósceles gira em ^ 
V. 1 78 (FAAP 95) Uma comporta na forma de trapezio куч comporta em Dj c AT 
duas seccó torno de um eixo paralelo às bases. Esse eixo divide a » 10,8m; sua | 2 3 | 
Жага mede de áreas iguais. As bases da comporta medem ША, ente | ) | | 1 
08 aede 12.0m. A distância entre a base menor е о eixo 6, aproximad: | CE a) 
(em metros): ў | \ = | д) 2 
а) 6 | (54 
> b) 5 с) 4 | \ | 
d) 8 À 168 BA е 
e) 7 асы zn ! 


| E = gH 

V. 1 79 (РОС 95) Seja о octógono EFGHIJKL inscrito num quadra- Le A “ре (р > ( 

Sada T3 ES de 12cm de lado, conforme mostra a figura abaixo. n: 2 
SiS О do quadrado está dividido pelos pontos assinalados em 588% p K 

congruentes entre si, então a área do octógono, em centímetros A 

quadrados, é: С) 1 \ 

а) 9 B 
e) 120 Bat "Le | 


V 180 (UNIMEP 95) Uma folha de papelédo- ,  18cm B 
brada conforme a figura. 


Se a folha mede 18cm por 12cm, a área do A ADE é: 12 em 
a) 36cm? Ы) 72cm? с) 80cm? D e А; В 
а) 144cm? е) n.d.a 


V.181 (GV JUN 95) Na figura ao lado, sáo dados 


DA = V3cm e AB=3cm. A área do A CDB, em cm”, é: В 
а) 8/3 b) 6/3 c) 443 
d) 343 е) J3 
220) 
С D Uh 


V. 1 8 2 (FATEC JUL 95) Três pedaços de arame de mesmo comprimento foram moldados: 

um na forma de um quadrado, outro na forma de um triângulo equilátero e outro na 

forma de um círculo. Se Q, Т е С são, respectivamente, as áreas das regiões limitadas por esses 
arames, então é verdade que 


aQ«T«C b)c«T«Q c)C«Q«T dT«C«Q 00 


V. 1 83 (FAAP JUL 95) Um “out-door” retangular tem área A = base x altura. Se a base 
y aumentar 50% e a altura diminuir 50%, então: 


a) a área não se altera 
b) a área diminuirá 25% 
c) a área aumentará 25% 
d) a área aumentará 50% 
e) a área diminuirá 50% 
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ВЕТО 95) А red. II LU 
184 ( ) Igura representa um quadrado de 
V. centrado no ponto C 


NCM, em cm? mede: 
A , 
ro 


A M | 
3 ЗЕ / | с | 
М э с) 3,/2 
^ > > 2 
UN a) 2/2 


lado 3cm e AN 
- Se AN AM = lem. 


a área do quadriláte- 


| | 
2 
e) I 


| | 
| | 
L E- Р ра А г - | 
02 : b 4 
М (ЕСУЕ5Т 87 21 FASE) Um comício político 1 
L | V. 185 130m de raio. Admitindo um 


otou uma praça semicircular de 
а ocu 


Pação média de 4 pessoas por mí, qual é a melhor 
D | va do número de pessoas presentes? 

timativê ; 

\ eta il b) cem mil 

) dez 


to mais do que um milhão 
ul 


с) meio milhão 
2 


d) um milhão 
| e) M 


T | (FUVEST 86 - 1* FASE) Numa circunferéncia de raio 1 está inscrito um quadrado. 
q v.186 A área da região interna à circunferéncia e externa ao quadrado é: 
E. | ior que 2 b) igual à área do quadrado 
К. | a) ане 22 d) iguala m - 2 
| "опа. 
| с) 180 
| e) igual a 1/4 
| 7 (FUVEST 78 - 1º FASE) Na figura abaixo ABC é um triângulo А 
| СЕИ ir- 
| v.1 8 equilátero de lado igual a 2. MN, NP e PM são к o N 
B éncia com centros nos vértices A, B e C, respectivamente, e de d 
Ris a 1. A área da região hachadura é: 
todos 1gU B 
T 23-5 
Зп 2 с) 
u a) V3 — 4 2e - 2 5 P B 
B 


ліне à do losango mede: 
; ; então o lado do losang 
V.188 EE 23,047; e ү a " 
a) 6 


(CESCEM 78) A figura ao lado representa um hexágono Y 
! А 
É v.189 lar. inscrito num círculo de centro O e ralo 842. A área 
ar, 
jã j figura é: 
região assinalada na 
а) 48r -32/3 b) 64n- pua 
с) 96r — 324/3 d) 1287 – 192 
e) 1361 – 324/3 


V.190 (FCM STA.CASA 81) Na pa т” 
і temos о triângulo retângulo cujos : d 
dem 5cm, 12cm e 13cm e a circunferéncia deti 2 
triângulo. A área da região sombreada é, em cm”: 
a) 30 (1 - m) b) 5 (6 - 1,257) 
c) 3 (10 - Зл) d) 2 (15 - 8л) 
e)2 (15 - 2n) 


102. 
і p 
(сі Matemáti 
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470 cum 
— әсте O е a липа Cir- ZA | ' 
a - - с га representa ur es 4 
¡ATEC JULHO 93) А figura abaixo ris п, coi d vidi- 1 
" а сш е ia cuj liâmetro AB, de ШЕ КУУР nferências. ас. 2) A 
cunferéncia cujo wame v veniicircu 7 zu Ale 


AC, CG e GB 


& igual a: 
do em 6 partes iguais, Os arcos A «os quadrados, € igua | 
A área da revião destacada, em centímetros q e \/. ; 
area da região destacada, c) 6T er? 
a) 11л/4 b) Зл p p. P 
nu ? 
d) 217/2 e) 217 m 507 
а m 9) 
lação > | 
À tro O, ате A 
~ir lo de cen da Ч "A 0 
ТО 93 - 1º FASE) No círculo 00 ~ ges hachuradas /, 2 
EMI Уно HUE áreas das duas regis | 
que permite atirmal | | 


10 
são iguais а: | № | 5 E. 
= 4 \ | 9 | 
a) tg 0 — 20 b) tgo=3 9) Oe ue | | y $ 
d) cos 6-20 е) сор 0 - 2 Ө d 
a circunfe- A RESUME 
o lado, tem-se um 3 A Vae B 
V.193 (FCMSTACASA 82) Na figura ad Sen, O triângulo ABC é / E- 
à rência de centro C, cujo rato D A área da região sombre- / | 
equilátero е os pontos А е В estão па circunferência. | 


ada, em cm?, é: \ С 
а) 16(2m 345) b) 647 c) 32 (n - 1) SU 
3 
d) 96/3 e) 16 (4x - 3) 


A OC” 
(MACK 92 - HUMANAS) O círculo da figura tem 6 
v.1 94 no ponto O e raio igual a 1. Entáo a área assinalada vale: 

a) T - 1 E 

Ы) 21 - 1 

c)4-mn 

d) 3x - 2 
е)л-2 


М 195 (CESGRANRIO 87) De uma placa circular de raio 3, recorta-se um triângulo retân- 
б gulo de maior área possível. A área do restante da placa vale: 
a) 9 - 9 b) 67 - 9 c) 9x - 10 d) 9x - 12 e) 67 - 6 


| V 196 (FAAP 95) Dois círculos são tangentes externamente. A soma de suas áreas é 1307 
| pi cm". A distância entre os centros é 14cm. Os raios dos círculos são (em cm): 
| a)6e8 b) 4e 10 9) 2 (92) MSE 7.5 БОЯ 


| | V 197 (MACK 95) Na figura, a área do retângulo é 30 e o triângu- 


lo ABC tem perímetro 15. Então, supondo т = 3, a área da 
região assinalada vale: 
T 4т 
л bj — 
a) E Se 
n B б 
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Exerc 


(ITA 88) C ide 

м1 98 ) Considere as circunferências inscri i i 

de Tado as inscrita e circunscrita a um triângulo equilát 
atero 


е А аг 
з area da coroa сіг 7 
circular formada por estas circ 'erénci 
adz stas cir 3 é 
| 45 | | р cunferências é dada рог: 
b == с) 43 p? [ 2 T 
2 3 TU d) /3m£” e) ЗЕ 


Л 2 
220 
a) 4 


| 
f 
AN | ITA 89) Se o perímet 
| ( ^ 89) Se о perímetr А n. 
\ | м1 09 perímetro de um triângulo inscrito num círculo medir 20x cm 
| 6 а 
| 
| 


soma dos senos а 2 
se £ e se 4 4 Әке э) 2; è 
seus ângulos internos for igual a x, então a área do círculo 
, em 


cms será igual a: 
с b) 75 
а) 507 at р) 7517 c) 100m d) 1257 e) 1501 
| | ЕМЕН (MACK JUL 
Ww v.200 Aros 95) Na figura, a área assinalada é igual а 4 - т. ENS = 
- PUN Pans das áreas dos círculos iguais €: 2 
а) 7 эу с) 47 
SN d) 87 e) 10x ? 


Questões Dissertativas 


(UNICAMP 91 - 1º FASE) É comum encontrarmos mesas com 4 pernas que, mesmo 


V. apoiadas em um piso plano, balancam e nos obrigam a colocar um calço em uma das 
pernas se à quisermos firme. Explique, usando argumentos de geometria, por que isso náo aconte- 


ce com uma mesa de 3 pernas. 


М 2()2 (UNICAMP 92 - 2? FASE) Dados três pontos а, b e c em uma reta, como indica a 
" figura abaixo, determine o ponto x na reta, tal que a soma das distâncias de x até a, 


de x até b e de x até c seja a menor possível. Explique seu raciocínio. 


A A ÓN 
a b с 


V203 (FUVEST 90 - 2º FASE) Um avião levanta vôo para ir da cidade A à cidade B, 
situada а 500km de distância. Depois de voar 250km em linha reta, o piloto desco- 
altera a direção de vôo de um ângulo de 90º. 


bre que a rota está errada e, para corrigi-la, ele 
a ele estaria de В após ter voado os 500km previstos? 


Se a rota não tivesse sido corrigida, a que distánci 


(FUVEST 78 - 2° FASE) Prove que toda reta que passa pelo ponto médio de um 


ү.204 segmento eqüidista dos extremos do segmento. 


V. 205 (UNICAMP 90 - 2º FASE) Mostre que em qualquer quadrilátero convexo 0 quocien- 
z te do perímetro pela soma das diagonais & maior que 1 e menor que 2. 
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nos de um 


нт . 4 ulos interr 
—— dos апр : 2 
€ - a soma К 

> оны RENS „monstre que А 
М.206 (FUVEST 81 - 2" FASE) а) Dem: la um dos outros ângulos? 6 

“A » cada > i 
b) N кары N 00°. Quanto mede сас кеме 2^ 

um triángulo isósceles, um dos ángulos mede 1 К > у. 


ниче a dos 
V.207 (VUNESP 94 - EXATAS) Considere O tri p? 
' | ; б) oc? 
. à; angulo ABC da figura. , .. je А 2 
Se a bissetriz interna do ângulo B forma com à bissetriz 2 sono 
externa do ângulo С um ángulo de 50º, determine a me- 3 
dida do ángulo interno A. 4 
у.2 
pr 
^ 


A 
V.208 (MAUÁ 95) Na figura ao lado, BF e CE são i 
> BC. Achar 


i vamente bissetrizes dos ângulos BeC doAA terno 
à medida do ângulo À, sabendo-se que a medida do ш 


Ж 4 
K 

u 

V.209 (GV JULHO 95) São dados os valores de tres ângulos, 
DAE, ADEe DBC, respectivamente 85º, 40? e 70º, na fi- E 


gura representada adiante. ей! 
Pergunta-se: com esses dados, é possível determinar o valor dos ângulos 


EDC, DCE, BCD e BDC? Ou é necessário fornecer informação adicio- 
nal para poder calcular esses valores? 


V.21 0 (FUVEST 89 - 2? FASE) Na figura ao lado AB — AC, 
2 CB = CD e À = 36º. 
a) Calcule os ángulos DCB e ADC. 
b) Prove que AD = BC 


zm 
А 


D B 


V 21 1 (FUVEST 80 - 2° FASE) A hipotenusa de um triângulo retângulo mede 20cm e um 
а dos ângulos mede 20º. 

a) Qual a medida da mediana relativa à hipotenusa? 

b) Qual a medida do ângulo formado por essa mediana e pela bissetriz do ângulo reto? 


V212 (FUVEST 79 - 2º FASE) Num triângulo isósceles um ângulo À mede 100º. Qual o 
E ângulo formado pelas alturas que não passam pelo vértice A? 


V.21 3 (MAUÁ 93) Calcular os ángulos do triángulo isósceles ABC (B = С), sabendo que а 


bissetriz interna do ângulo B intercepta o lado oposto no ponto D tal que o triângulo 
BCD também é isósceles. 
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(MAPOFEI 74) Descrever : 
DS Construção geométrica е. NN 
um triángulo 
Аве 


ү. cendo-se os pontos médios M , M.. M 
U js ; dos seus lados 


ar: Em un 


21 5 (FUVEST 80 - 2? FASE) Demonsis 
V. à hipotenusa é igual à metade da hipote 


1 triângul E === 
“Bulo retángul 
nusa Bulo a median: 
` a relativo 
va 


a) Em uma circ erênc: E 
6 С rência ex 
unferência são dados um diámet 
қ ametro AB 
е um 


4G CUVEST89-2*FASE) 
ү.2 t (5 life “a a de 
ponto C diferente de А e de В. Prove que o ángulo ACH c 
, a сітс ед; ir -D е reto 
; lano um: АДӨ , 
b) Dados num | lano uma circunferência de centro O e um ponto externo Р, d 
» descreva um 
ue » «а Processo 
que PA € São tangentes à c; 
ferência. A 


permita construir, com régua e compasso, as retas que passam por P 


c aj a al pl t^ 
v.21 7 (FUVEST 82 - 2 FASE) Um triângulo ABC está inscrito numa circunferéne: 
и centro O. А bissetriz do ângulo А encontra а circunferência num ponto Dua m de 
istinto de 


ovar que a reta OD é mediatriz do lado BC. 


A. Pr 
(FUVEST 82 - 2º FASE) Seja T a operação “traçar uma circunferência de centro e 


v.21 8 raio dados”. Dados dois pontos distintos A e M, mostrar que é possível, por sucessi 
plicações da operação T, determinar o ponto B tal que M seja ponto médio do segmento AB 


vas à 
(FUVEST 82 - 2? FASE) Em pontos distintos da margem de um lago existem um 


V.2 1 9 farol F e um porto P. Um barco que parta de qualquer ponto do lago, e se dirija em 
a ao porto, afasta-se constantemente do farol. Qual a distância máxima entre dois pontos 


linha ret 


do lago? Demonstre. 
(UNICAMP 87 - 2* FASE) Na figura ao lado, temos ER 
е 


V.220 uma circunferência de centro O e raio r. Sabendo que 
o BC mede r, prove que a medida do ângulo ABP é 1/3 da 
B 


o segment 
medida do ângulo АОР. 


V 221 (МАРОЕЕІ 76) Três terrenos têm frente para a rua “А? EN 
ғ e para а rua “В”, сото na figura. As divisas laterais são 
“A”. Qual a medida de frente para a rua ӘБ де = 


perpendiculares à rua 
cada lote, sabendo-se que a frente total para essa rua é 120m? 
Rua A 


V222 (MAPOFEI 76) O perímetro de um triângulo ABC é 100m. A bissetriz do ângulo 
i interno À divide o lado oposto BC em dois segmentos de 16m e 24m. Determinar os 
lados desse triángulo. 

(UNICAMP 93 - 2º FASE) A figura mostra um segmen- 


V2 
23 to AD dividido em três partes: AB = 2cm, BC = 3cm e 
CD = 5cm. O segmento AD” mede 13cm e as retas BB” e CC” sáo 


paralelas a DD”, Determine os comprimentos dos segmentos AB”,B'C” 
CADA 
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V.224 | 


С. 2 g 
ж 
> T o$ 
usn) Na figu, АСА IN 
em à pAGE) Na figura, 
(FUVEST 86 - 2º FASE) Na 77 A 
| *^ cn 
CB e CD LAB. ү 4 4 
н қ ә são seme 
a) Prove que os triângulos ABC, ACD e CBI JE | 
lhantes йе ЖЕ? -- 
" А тета 
b) Usando essa semelhança, demonstre o Teo E 
Pitágoras. 


Angulo ABC as 
“angulo acutangu 

SE) Considere em um triángu 

(FUVEST 81 - 2º FA 

AD е BE. 


alt Uras 


; ¡a 1С são se 
a) Demonstre que os triângulos ADC е BEC sao 
lidade entre os lados desses triángulos. 


escreva à relação de proporciona- 
tes € 6 
melhan 


b) Demonstre, а seguir, que os triângulos ABC 


V.226 


e DEC são semelhantes. 


, médio d 
А BC, Ме ponto 
(FUVEST 80 - 2% FASE) Em um triângulo ABC, 


e ABeN é 


E ee MNC 6 75. 
ponto médio de AC . А área do quadrilátero B 
"4 Qual a posição relativa das retas MN e BC? 


) Qual a área do triángulo ABC? 


М227 (UNICAMP 90 - 1º FASE) Num eclipse total do 5 


ol, o disco lunar cobre exatamente 
> Ж i 
A emos о sol é o mesmo sob о 
o disco solar, o que comprova que O ângulo sob O н У 
; д 
qual vemos а lua. Considerando que o raio da lua € 1.738km е 4 
vezes a da terra à lua, calcule о raio do sol. 


V.228 


a distáncia da lua ao sol é 400 


(UNICAMP 88 - 2° FASE) Sejam L e £ o co 


mprimento е а largura, respectivamen- 
te, de um retângulo que possui a seguinte propriedade: eliminando-se desse retângu- 
lo um quadrado de lado igual à largura £ , 


resulta um novo retângulo semelhante ao primeiro. 

45 = ta 2? 

Demonstre que a razão — é o número o = (V5 - 1)/ 2, chamado “razão aurea”. 
L 


V.229 


(UNICAMP 88 - 2º FASE) Dados uma reta r, um ponto P não pertence a r, e uma 


constante positiva K, seja C o conjunto dos pontos Q tais que PQ . PQ” = К, onde Q’ 


é a intersecção das retas г e PQ. Prove que, à exceção do ponto P, o conjunto С é uma circunferén- 
cia cujo diámetro tem extremidade em P e é perpendicular à reta r. 


V.230 


(FUVEST 92 - 2* FASE) Num terreno, na forma de um 


triángulo retángulo com catetos de medidas 20 e 30 me- 
tros, deseja-se construir uma casa retangular de dimensóes x e y, como 
indicado na figura. 


30m 
a) Exprima y em função de x 


b) Para que valores de x e de y a área ocupada pela casa será máxima? 
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v.231 (MAPOFEI 75) 0 triángulo ABC da figura ao lad —— —— 
я é retângulo, е tem catetos cujas medidas X 
: ¿didas são 


\ ҮР 
N AB = 3m e AC = 4m. Pelo ponto М traçam-se paralelas aos 
EN | catetos determinando-se o paralelogramo PMQA. Calcular Q "i 
“A х= BM de modo que о perímetro do paralelogramo seja 7/12 

do perímetro do triângulo. 
Ц 
EN 

A — е 

ha, "4 P 

V232 (MAPOFEI 75) Demonstrar que os triângulos ABM e 

; CDM da figura ao lado sáo semelhantes. 

SM 


(MAPOFEI 76) As bases de um trapézio ABCD me- 


V.233 dem 50cm e 30cm, e a altura 10cm. Prolongando-se 
os lados nào paralelos, eles se interceptam num ponto E. Determinar 
a altura EF do triángulo ABE e a altura EG do triángulo CDE (vide 


figura). 


М 23 (UNICAMP 94 - 2° FASE) Uma rampa de inclinação constante, como a que dá 
а acesso ао Palácio do Planalto em Brasília, tem 4 metros de altura na sua parte mais 


alta. Uma pessoa, tendo começado a subi-la, nota que após caminhas 12,3 metros sobre a rampa 


está a 1,5 metros da altura em relação ao solo. 


a) Faça uma figura ilustrativa da situação descrita. 
b) Calcule quantos metros a pessoa ainda deve caminhar para atingir o ponto mais alto da rampa. 


V235 (GV JULHO 93 - 2* FASE) Considere um retângulo ABCD e um ponto E no lado 
AD. Determine o comprimento do segmento AE sabendo que BE e AC são perpen- 


diculares e que AB = 3 e AD = 5. 
RE AN 7 1057 nr лс. E 


C 


V.236 (PUC 92) Na figura seguinte, demonstre que 


ШЕ A 
a+b 
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Exercício 


| b. І — 
| AA == 5 uim certo momen- 
| 


ieta, DU 
d ojeta, 

je 12m de altura рг j 
sco de es 
talcule a distànc! 
ao longo 


essoa de 


E = И Ж ima p 
4 лупа que l 
V.237 (VUNESP 95 - EXATAS) Um obeliscc окура sombra, para, em ре, 
to, uma sombra de 4,8m de extensão. c : | 
1.8 Ф " a sombra de 4,8m de € 3118СО, 
ze de altura poderá se afastar do centro da base do obe AL EUA 
Inuar totalmente na sombra. EM D 

wm pem т zm S ze BC-b | 
V.238  CUVESTOI -2* FASE) Na figura AC 7 2€ = | 
A O é o centro da circunferência, CD é perpe 
а, е СЕ & perpendicular а OD. 


Ж», | B 2 

; А E | 
8 “ы - 1 А ейа 2 
1) Calculando ED em função de a e b, prove que ED é m 2 * 
harmónica deae T p 3 


b) C 


02у. z a+b 
omprove na figura que: >vab > ED 


x 8 é dobrada de modo 


sões 6 
E nprimento do 


m. Determine о со! 


М239 (FUVEST 87 - 2: FASE) Uma folha de papel de di 
que dois vértices diagonalmente opostos coincida 


vinco (dobra). 


AB=3 AC = 4. No cateto 
V.240 (FUVEST 83 А 2a FASE) Um triángulo retângulo tem catetos AB е 


ВС. Qual a distância АР? 


АВ toma-se um ponto P eqüidistante do ponto A e da reta 


o lado AB mede 442. e o ángulo C, 


V.241  (FUVEST 81 - 2? FASE) Em um triángulo ABC NE. сотто; 


oposto ao lado AB, mede 45º. Determinar o raio da c 


o triángulo. 
LÀ ETC NN ше. __ 


V.242  (FUVEST 79 - 2 FASE) Uma escada de 25dm de comprimento se apoia num muro 
do qual seu pé dista 7dm. Se o pé da escada se afastar mais 8dm do muro, qual o 


deslocamento verificado pela extremidade superior da escada? 


V 243 (FUVEST 79 - 2% FASE) Os segmentos ABe CD se interceptam num ponto P e são 
cordas perpendiculares de um mesmo círculo. Se AP = CP = 2 e PB = 6, ache o raio do 


círculo. 


V 244 (FUVEST 79 - 2° FASE) Qual é a hipotenusa de um triângulo retângulo isósceles 
cujo perímetro é igual a 2? 


V245 (FUVEST 78 - 2° FASE) Num plano são dados duas circunferências de raios R e r 
cujos centros distam de um comprimento a > R + r. Uma reta tangente as circunfe- 


rências nos pontos P e Q encontra o segmento que une seus centros. Determine a distância PQ em 
função de a, Rer. 


V246 (FUVEST 92 - 2° FASE) Na figura, o lado de cada quadrado | 
3 da malha quadriculada mede 1 unidade de comprimento. 


-R-- 


--4--- 


Calcule a razáo DE. E | 
BC 6) 


o 


5-6 
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47 «УУЕ8Т97-2-ғавв 
-2 FASE Y ; 
v.2 interna ao triángulo e Е) Considere um triângul Bea 477 
5u'o с os ângulos ВАН e Hf ы tal que ani EE 
3 зејатт COngurent a altura BH : == 
es. seja 


a) petermine a medida do ângulo АВС. 


a medida de AC, sabe 
, sabendo que AB = 4em e arazk 
4. azao entre as 4 
" аз Arcas 
S dos tr; 


b) Calcule 


ВСН ё igual a 2. | 
= angulos ABH 2 


БЕТ 72) SA adc 
48 (MAPOFEI 72) São dados num plano: um: 
] a С к апо: uma circun- 
тепсі: , de raio R,, a reta x tangente a C, nu 
| ед, | 2. m 
ponto M, e um ponto M, pertencente a x cuja distância a M ed 
ЗА ON. "TC ore 71: a raic lar » » < : 

Seja C; à circunfe ência de raio R,, tangente a x em M, e tangente Ri 
4 circunferência C,. | | = 

2) Descrever um processo de construção da circunferência С 
Icular R, em função de R, e 4. | "adm 


p) Ca 


q q n € a ni “|! G + à а 
у.249 (FUVEST )3 - 2? FASE) A corda comum de dois círculos 
que se interceptam é vista de seus centros sob ângulos de 
90º e 60º, respectivamente. 
Sabendo-se que à distância entre seus centros é igual a 43 + 1, determi- 


raios dos círculos. 


пе 05 


V.250 (UNICAMP 94 - 1* 


Faça um desenho desses círculos de maneira 


FASE) a) Dois círculos concêntricos tém raios 3 е 5 centímetros 
a representar adequadamente seus ta- 


manhos relativos. 
btida, e inteiramente contido na região anular interna ao círculo maior e 


b) Desenhe, na figura о 
externa do círculo menor: um segmento de reta de maior comprimento possível. 


) Calcule 0 comprimento desse segmento. 


с 
V. 2 51 (FEI 94) Se em um triángulo os lados medem 9.12 e 15cm, então a altura relativa ao 
E maior lado mede: 
a) 8,0cm b) 7,2cm c) 6,0cm d) 5,6cm e) 4,3cm 
etos de um triángulo retángulo, sabendo-se que um 


(MAUÁ 93) Determinar os cal 
V.252 deles é 75% do outro е que а hipotenusa vale 20cm. 


ar as alturas de um triângulo ABC que é retângulo em À, 


(MAUÁ 93) Determin 
V.253 dados: AB=c е AC=b. 


V254 (VUNESP 95 - EXATAS) Sabe-se que o arco mostrado na figu- 
ra é o arco de uma circunferência de centro е raio desconheci- 
dos. Sobre a circunferência marca-se uma corda AB de 4cm de comprimento. d 
Sendo N o ponto médio do arco AB e M o pé da perpendicular baixada de N 
sobre AB, verifica-se que O segmento de reta MN mede 1,2cm. Considerando 
esses dados, calcule a medida do raio da circunferência. 
B 
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A === E ы pe——- A О 
E “ocão do lado men „д? 
— атан н lg а projeção от, 6 ( 
алақан а аа е ТЕЛЕ қ sem € 6cm, calcu ЖЕ д 
V.255 (PUC 89) No triángulo de lados 4cm, - N 57 
sobre о maior. — o — RT A Т 
iai q ааа УТТЕ A 
V.256 (UNICAMP 92 - 2^ FASE) Na figura, E ak circun- 15224 | A 
POT o lado do decágono regular inscrito em ul ? | y. 
feréncia de raio 1 e centro O. yA / | | ; 
а) calcule o valor de Ё 8 | | M 
1+ 45 2: ipd C B 2) - 
b) mostre que cos 36° = — EM №) 
1 tem 60cm de diàmetro € giram a A 
V257  (FUVEST 82 - 2* FASE) As rodas de LM усен) “eículo em km/h. \ 
м А x ў i 2 do 
600 rotações por minuto. Calcular a velocidade Te 2 
< ên- raios 
circunfere / Solares 


V258 (UNICAMP 88 - 2º FASE) Para calcular à da distância 
cia terrestre o sábio Eratóstenes valeu-se mue и 
conhecida de 800km entre as localidades de Alexandria € ш es- 
Egito (A e S respectivamente), situadas no mesmo merid poa al- 
tre. Ele sabia que quando em Siena os raios solares caiam vertic | 
mente, em Alexandria eles faziam um ângulo de 7,2º com à vertical. 
Calcule, com esses dados, a circunferência terrestre, isto é, о compr- 
mento de uma volta completa em torno da terra. 


V.259 (UNICAMP 92 - 2* FASE) Considere duas circunfe- 
réncias, uma delas tendo o raio com medida racional 


e a outra com medida irracional. Suponha que essas circunferênci- 
as têm centros fixos e estão se tocando de modo que à rotação de 
uma delas produz uma rotação na outra, sem deslizamento. Mostre 
que os dois pontos (um de cada circunferência) que coincidem no 
início da rotação, nunca mais voltarão a se encontrar. 


V260 (MAPOFEI 75) Um trator tem as rodas da frente com 0,60m de diâmetro e as trasei- 
E ras com o dobro desse diâmetro. Qual a distância percorrida pelo trator se as rodas 


da frente deram 2000 voltas a mais do que as traseiras? 


V 261 (ESPM 92) Uma pista de atletismo é circular de raio 25m. Se um atleta dá 18 voltas 
à na pista, quantos metros percorreu? 


V.262 (FUVEST 90 - 2* FASE) Cortando-se os cantos de um quadrado 
como mostra a figura obtém-se um octógono regular de lados 1guais 
a 10cm. 
a) Qual a área total dos quatro retángulos cortados? 
b) Calcule a área do octógono. 
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ЖЕН сут» - 2 FASE) Na fgura, ancb - 
s é um quadrado de 6cm de lado M o BCD 
«y, do lado DC e A é o ponto médio de PC Gal lv 
"x^ aicule a Р 
с 


тё 10 АУ] | 
¿rpg dO triângulo MDN. 

аге 
б EP 


= (FUVEST 88 - 2º FASE F 
v.264 ie ide SE) Num triángulo ABC. sejam P e Q am 
1 : | 3% 59 modo que a reta PQ seja paral Ла à E Pontos sobre BA p 

РОС seja O triplo da área do triângulo PQB À aralela à reta AC e а área Fs e Bc. 

І 28 > o ас Áreas “A ; “td dO trapéz; 

mal à razão entre as áreas dos triángulos ABC e POB? pezio 


y) Q х 
» Determine a razão AB/PB. 
E 7265 JUR 87<2* FASE) Na figura, BC'€ paralelaa аьа КАН Б 
5 4 DE, AB = 4 e BD = 5. Determine a razão entre as 2 
‘reas do triângulo ABC e do trapézio BCDE. P^ 
BAN C 


N Я 


V.266 (FUVEST 86 - 2? FASE) Calcule a área de um triángulo equilátero com um vértice 
А по ponto (0,0) e os outros dois sobre a parábola у = 2х2. 


V.267 (FUVEST 86 - 2 FASE) Um triângulo tem 12cm de perímetro е 6cm” de área. 
s Quanto mede o raio da circunferência inscrita nesse triângulo? 


(FUVEST 84 - 2º FASE) Num triângulo ABC tem-se АВ = бст, AC = BC = Sm. 


V.268 


Ache a área do triángulo ABC. 


a) 
ndo M o ponto médio de AB, calcule a distância de M à reta BC. 


b) Se 
(FUVEST 80 - 2* FASE) De quanto se deve aumentar o lado de um quadrado para 


V.269 que sua área dobre? 


FASE) Num triángulo isósceles, de área 34/6, a altura relativa à 
rência inscrita. Ache o raio dessa circunferén- 


oo l зч ч. SE SS SE 
1270  (UVEST 79 - 2 
2 base é o triplo do diámetro da circunfe 
pep UTE MER гэн: ы Tnm а= 


V271 (UNICAMP 91 - 2% FASE) Na planta de um edifício em construção, cuja escala é 
1:50, as dimensões de uma sala retangular são 10cm e 8cm. Calcule a área real da sala projetada. 


(UNICAMP 91 - 2% FASE) Considere dois quadrados 


| 
| v.272 congruentes de lado 4cm. O vértice de um dos quadrados 
está no centro do outro quadrado, de modo que esse quadrado possa girar 


em torno de seu centro. Determine a variação da área obtida pela 
intersecção das áreas dos quadrados durante à rotação. 


rcícios de Matemática — Vol А 


Exe 
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V.273 UNICAMP 90 - 2º FASE) е 
rad que as áreas das duas figuras nas 
adas, com as medidas indicadas, são iguMiS- 


V274 (UNICAMP 89 - 2° 
FASE) As seções trans- 
versais dos alvéolos dos favos que as 
abelhas constroem sáo hexágonos re- 
Sulares. Para formar alvéolos poderi- 
аш ainda ser usados quadrados ou tri- 
ángulos equiláteros. Entretanto, o po- 
lígono regular utilizado pelas abelhas 
€ O que propicia maior área com o mes- 
mo perímetro. Constate a veracidade 
dessa afirmação calculando as áreas А„ A, € A, Y 


p Ж 3 
triángulo equilátero, todos com o mesmo perímetro L e mo 


Triângulos 
E Qua drados eqüiláteros 
regulares 


xágono regular, quadrado e 


espectivamente do he e 
trando que A, > NA.. 


V.275 (MAPOFEI 72) As medidas dos lados de um VERDE MM pelas seguintes 
fórmulas: а = х? +2 р= х2 - 2х + 2 Ше)” 
а) Determinar os valores de x is о triângulo existe. A 
para os quais TENI 
b Provar que é independente de x o quociente do raio do círculo inscrito no triângulo pela altura 


relativa ao lado a. 


po A 
V276 (МАРОЕЕІ 74) Um triángulo eqüilátero 
ABC tem 60m de perímetro. Prolonga-se a 
base BC e sobre o prolongamento toma-se CS = 12m. Une- M N 


se o ponto S ao meio M do lado AB. Calcular a área do 
quadrilátero BCMN. Е = : 


A ED  ———————————Á— 


V 211 (MAPOFEI 74) As diagonais de um paralelogramo medem 10m e 20m e formam 
um ângulo de 60º. Achar a área do paralelogramo. 


V 278 (UNICAMP 93 - 2° FASE) Os vértices de um losango são os pontos médios dos 
E lados de um retângulo. Mostre que a área do retângulo é o dobro da área do losango. 


V. 279 (UNICAMP 93 - 2º FASE) Prove que a soma das distâncias de um ponto qualquer do 
т interior de um triângulo equilátero a seus três lados é igual à altura desse triângulo. 


(FUVEST 94 - 2° FASE) ABCD é um trapézio; BC D € 
= 2, BD = 4 e o ángulo ABC é reto. 


V.280 


a) Calcule a área do triángulo ACD. 
b) Determine AB sabendo que BV = 3VD. 


| 


lados АВ е AC, respectivamente. Faça uma figura € calcule a área do 
quadrilátero BMNC. 


pxercícios de Matemática — Vol. 6 
A ccu GG q кат Ё 
v.281 ME NA FASE) Em um қ Poma PEE ыз . 481 
2 уехо АВС О, а Чїаропа] АС me ]uac rilátero con- AN -€— 
de 12 B A 


es B € D distam, respectivamente, 


m e OS ( Жегі 
lc E ^ А э verti- 
ó Bi rani A › әсіп e 5cm da diagonal АС 
Faça uma 1igura ilustrativa da Situação descrita 4 С. 3 
b) Calcule a área do quadrilátero. A [= 
p) e 


КЕ (VUNESP 94 - 28 FASE A L =r 
282 ( FASE) A área de um triángulo reta E GARE 

V. > angulo é 12dm?. SE 

catetos é Б do outro, calcule а medida d >e um dos 


а hipotenusa desse triângulo 


v.283 (VUNESP 94 - EXATAS) Corta-se um pedaço de arame de 12d 
Б constroi-se, com cada uma delas, um quadrado. Se a soma das 
mine a que distância de uma das extremidades do arame foi feito o corte. | 


m em duas partes е 
areas é Sdm?, deter- 


V.284 (PUC 94) Um mapa é feito em uma escala de Іст para cada 200km. O município 
А onde se encontra а capital de certo Estado está representado nesse mapa, por e 
losango que tem um ângulo de 120º e cuja diagonal menor mede 0,2cm. Determine a área desse 


município. 


28 5 (ESPM 93) Determinado tipo de cerâmica para piso tem o formato de um hexágono 
ү. regular de lado 10cm. Quantas cerâmicas são necessárias para que seja feito o piso 
de uma cozinha que mede 3,5m por 6m? 


286 (FUVEST 93 - 2° PROVA) O triângulo isósceles da figura aci- 
V ma está inscrito numa circunferéncia de raio r. Calcule sua área, 


sabendo que @ = 4p. 


(ESPM 93) Um triángulo isósceles tem lados 5cm, 5cm e 6cm. Determine a medida 


V.287 do raio de um círculo inscrito nesse triángulo. 


4.266 Зст, AB = BC e o ângulo ABC mede 30º. 


a) Calcule, em cm, o comprimento do segmento AC. 
b) Calcule, em cm?, a área do triângulo ABC. 


/280 (UNICAMP 95 - 2? FASE) Um triángulo escaleno ABC 
i tem área igual a 96m”. Sejam M e N os pontos médios dos 


M 


(FUVEST 95 - 2º FASE) A, В е С são pontos de uma circunferência de raio 


Exercícios de Matemática — Voj, 6 


— E 5 um ipai ado de 


pe u 
V.290 (VUNESP 95 - EXATAS) Na figura, „ABC ) 


lado a. Бен nos prolonga- / | | 
Tomando-se E e G nos prolongamentos da diagonal AC е "DH, determine a / A B 
вр = / > 
mentos da diagonal BD, com EA = AC = CG e F PS E” Е 
área do octógono АЕВОСНРЕ em função de a. = А 
г 1 rodoviário circular em torno 0 


onstruir um ane 


damente a da Praça da Sé. 
ada 


V291 (FUVEST 88 - 2º FASE) Deseja-se € 
da cidade de São Paulo, distando apr oxim 
a) Quantos quilômetros deverá ter essa rodovia? em habitantes 
b) Qual a densidade demográfica da região interior ao апе 
lá residam 12 milhões de pessoas? 
Adote o valor п = Su O e. 
raio 2 é dis idido 
М.292 (FUVEST 85 - 2% FASE) O interior de uma шу ча о. o em 
y duas regiões por meio de uma corda AB que dista 


a) Qual a distância AB? 9 
b) Qual a área da região que contém o centro da circunferência: 
os dois círculos cujas circunferências 


por km?), supondo que 


(FUVEST 83 - 2º FASE) Num plano são dad ісше а us 
V.293 tém raio igual a 1. A distáncia entre os centros & também igual a 1. Calcule a área da 774 
intersecção dos dois círculos. pad 
V.294 (UNICAMP 87 - 2% FASE) А região hachurada da figura repre- 1210 
do é composto de uma 


senta um perfil de asa de avião cujo bor 
semicircunferência de diâmetro CE e de dois arcos de circunferências 
CD, tendo as circunferências o mesmo raio R; além disso, 05 arcos ED e CD 
subtendem ângulos centrais EAD e CBD de mesma medição. Ке, 
a) Se б é a medida do ángulo ACB na figura, mostre que & = б (se você não fizer 
esta parte da questão, admita que 0 = б e faça а segunda metade da questão). 
b) Calcule a área da parte hachurada em função de Ке о. 


ED е 


№295 (МАРОЕЕІ 73) É dado um triângulo ABC, retângulo em A, cujos catetos medem 


AB=c e AC=b. Determine a área do círculo com centro na hipotenusa е tangente 


aos catetos. 
4a 


V296  (MAPOFEI 76) Seja dado um segmento de reta AB de 
medida 4a e ponto médio M. 
Constroem-se dois semicírculos com centros nos pontos médios de A B 
AM e MB e raios iguais a a. Com centros respectivamente em À e B e 
raios iguais a 4a descrevem-se os arcos BC e AC. 
Calcular a área da figura assim construída (vide figura) 


os de Matemática А Vol. 6 
(cos = 2 
Е =" 


| 297 


(UNICAMP 93 . ]a FASE) No canto a 
metros de lado, prende-se uma 


de uma casa d 


е forma quadrada ABCD, de 4 


| corda flexível e inextensível, em cuja extremidade 
| ¿ amarrada uma pequena estaca que serve para riscar o dha RENAS Y p 
| PT tros de comprime E спао, o qual se supõe que seja plano. 
| v ja tem 6 metro: primento, do ponto em que está pres; até qua exteemid diei m 
| cor” «ea corda sempre esticada de tal form: . . ..,4 presa até sua extremidade livre. 
f antendo-S€ н 'ede ВС, risca-se um c - “оппа que inicialmente sua extremidade livre esteja 
N | M Mida a parede Во, El 5 contorno no chão, em volta da casa, até que a extremidade 
Б cnc? jue a parede CD. 
„> {ОС Ж ` SETERO E * 
i. ivre i uma figura ilustrativa da Situação descrita. 
| q Calcule a 21% da região exterior à casa, delimitada pelo traçado da estaca. 
М“ l 
lo qu - 8 (MAUA 94) Achar a razão entre os raios r е R (r < R) de duas circunferências concêntri- 
5 v.29 cas, de modo que a área da coroa circular formada seja igual a área do círculo menor. 
99 (VUNESP 93 - EXATAS) Certos registros históricos babilónicos indicam o uso de 
mc V2 uma regra para o cálculo da área do círculo equivalente à fórmula (em notação 
"m 
) A= onde с representa о comprimento da circunferência correspondente. Determine o 
atua 12 
lto nesses registros. 
valor de л ocu g 
x) (PUC 92) Uma pizzaria oferece aos seus clientes pizzas “grandes”, de forma circu- 
y 5 > . . 7 а 
da ү300 lar, por Cr$ 5.000,00. Para atender alguns pedidos, a pizzaria passará a шесе | 
| . r 9 r . r me- 
clientes pizzas “médias”, também de forma circular. Qual deverá ser o preço da pizza 
us . с r . 3 т . . м , o 
"e se os pregos das pizzas "grande" e *média" sáo proporcionais às suas áreas? 
T 4, И : cc 22 
- raio da pizza “grande”, 35cm 
Dados: о odo 
. 1 (c 
D raio da pizza m , 


v.301 (VUNESP 92 - EXATAS) O ángulo central АОВ re- 


A 
ferente ao círculo da figura mede 60º e OX é sua К ч 


bissetriz. Se M é o ponto médio do raio OC е ОС- 45 cm, calcular ND Ў 
| a área da figura hachurada. 
B 


3 


= Voy 


YO | pe 


d) F 
1) V 


e) V 


d) V 
i) V 


d) € 
E 


d) е 
i) € 


e)e 


d) V 
i) F 


e) V 
ШЕ 


b) (Aj DID; d) Ø 


a) P h) b 


go P ГЕ) a 
j( 3 (Di 


A bv JF dV ev 
фу ОЕ УУ jV 
gv DV 


о b) {A} c) Ø а) (C) 
e) {A} Dr g){P} hb) {Р} 
Mema ka ІР) 
m) {P} nc ob руа 
q) {P} 
09 
planas: a, b, d, f 
espaciais: c, e, g, h 
10 
a) V bV соу dF 
DF ШУ МЕ iV 
11 
a) paralelas b) paralelas 
c) concorrentes d) concorrentes 
e) reversas f) reversas 
8) reversas h) reversas 
1) paralelas j) concorrentes 


e) V 


yc! DU 
j E ж 


" S 
1) DI b) D 

Р с) рО qp» 

а) PC 

DEVE Шор тозу add, 
14 
4 
15 
а)8 


b) 6 с) 1 


16 

3) 3. AB, AC. Be 
b) 3. AB, ACEC 2/2 
d) 6. AB, BA. AC,CA. BC,CB 
17 


a) V b)F c) V ФУ e 

) V 
DF gV hv 
18 


a) colineares 

b) adjacentes e colineares 
c) consecutivos 

d) consecutivos e colineares 
e) adjacentes e colineares 


19 

aV МЕ ОУ ФУ сук 
HV gV h) V 

20 

a) AC 
e) 2AD 


21 

AB=3 cm AC=5cm 
AD=8cm АЕ = 12 ст 
ВС =2 ст Вр = 5 ст 
ВЕ = 9 ст Ср =3 cm 
СЕ = 7 cm рЕ = 4 ст 


Ы) АВ c)AC d)AD 


22 

AB=24cm BC= 1,65 cm 
CD-3,22cm AC = 4,05 cm 
BD=4,85cm AD=7,25 cm 
EF=2,8cm FG= 5,25 cm 
GH=4,05cm FH=2,8 cm 
23 E ЕЕЕ 
d MN ө СО 

24 

a) 4 b) 60 


y 19m: 
Ha cm; BI 2 > C] 16m 
а) É 
b) x ps 10cm 
€) PM 10 e 26cm 
d) MP - Аст ж 12cm 
28 
EP b) 18 
29 
а) 2 b) 6 c) 4 d) 3 
30 
31 
a) 8 b) 17 c) 10 d) 11 
32 
a) 18 b) 28 
33 
a) 42 b) 24 
34 
a) 20 b) 26 
35 
аух- 8, у-4 
b)x=5, у-15 
36 
x= 10, y =3 
37 
23cm 
40 
ау bV Оу Дуу еуу 
fyjV gy V уу ТХМ (Б 
k) V 
41 
йу tV ov ӘУ ev 
DF gV hbF DE jV 
k)V 
42 
а)3.АВ,АСВС М6 o)! 
43 


a) 6. AB, AC, AD,BC, BD, CD 


b) 6. AB, BC,CD,DA, AC, BD 
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486 ©. 
| 61 
d) 12. AB, BA, BC, CB, CD, DC, 
> 4 N » » » 62 
AD, DA,AC,CA,BD,DB у  b)16 
44 
a) 20 b) 65 63 
a)5 b) 3 )5 
‹ >) 64 
46 010 6) 34 
а) 4 b5 o7 49 
65 
47 9 
о 
66 
48 12 
АВ = 19 AC-27 
67 
49 30cm 
a) 26 b) 8 
70 
50 a+b 
48 2 


51 
у 4 Ы) y —6 


52 
20 


53 
39cm ou 9cm 


54 
45cm ou 7cm 


55 
29m ou 53m ou 59m ou 83m 


56 
36m 


57 
a)10 b)4 с)7  d)l14 


58 
a5  b)10 c)12 49 
59 

a7  b)6 

60 

all b)32 
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ercicios P SD | 


capítulo 2 


d, e 


cóncava: b, ©, < 
¡vexa: a, с; 1 


cor 

75 

a) V b)V ©) V d)F e)F 

p E 

76 x А 

910° 5) 30° c) 55° d) 80º 
e) 100º 0 120º g) 160ºh) 20º 
¡) 45º )25º k)50º 1) 25º 
m) 45º n) 65º o) 105ºp) 80º 
q) 40º г) 60º 

77 
а) 40% b) 180º c) 65º d) 135º 
@ 105° f) 140° g) 15º h) 115º 
)45 ј) 75° k) 1651) 125% 


т) 100% п) 60º о) 130ºp) 25º 
г) 95% 5) 30° t) 70° 


78 
а) 55° Б) 115º 


b) 160%с) 100? d) 110° 
f) 150º g) 145ºh) 170º 


b) 200%с) 230º d) 215º 
f) 230º в) 285º 


b) LMN c) RST 


82 
=> 
PM é bissetriz em a e b, mas nao é 


em C. 


83 
а) а= 40°, b = 50º 
b) с = 55°, d = 35° 


84 

а) a = 120º, b = 60° 

b)x = 155°, у = 25° 

85 

а= 90°, = 50°, c = 110º, d= 50º, 
е= 50° 


86 

Soma = 180º (suplementares) 
ас ae Ыс cd cf 
de ef gbh bi, my, 
ШІ Шр, бур, ЖК К 


©: 


al ; 
а ш, d x af, bd, bf 
, ( Y | ) 

Ў ; Bl mp, ny, 

87 

a) a= 70°, b 

қ 152 Y 
қа 4 dy) X='50", 30° 
б) A 45 ,b—90*, c — 115». 4. 2529 
с а 1 "SS Ы-- 659% c 40% а- 40º 
8 = 90º, h= 145º | 

88 
a 130°, b=50º, c= 130° 
EON ы uf = 40 
E SA SS. ia SE 
ne Pee 1:—:19359 ЧЕ= 100° 
x = 80º, УК 80° 022-1459 
89 


а) 20° b) 20º c) 50? d) 30º e) 40° 
90 
a) 25º 


b)I559 уй 

d20 629 24° 
91 

a)x=30º, y=25º 

ужен = 

©) эк== Дїй”, уе Әр 

d) x = 60º, y = 30? 

pe SEM, у= ME 
f)x=40º, у= 150º, a= 10º 
92 

a) 40º b) 128º с) 130º 
93 

a) 55º b) 60º 

94 * 

a) 67º b) 32º 

95 | 

a) 45? b) 90º 

96 

130? ou 70? 

97 

70º ou 30º 

98 

Demonstração 
99 
a)60' b) 120' c) 180' d) 240 


e)300' f)360' g) 420' h) 480 
i) 540" |) 600 


100 
a) 60" b) 120" с) 180" 
d) 240" e) 300" 


a) 2.400" 


101 

b) 3.000" 
d) 7.800" 
f) 7.200" 
h) 18.000" 


c) 3.600" 
е) 3.600" 
g) 10.800" 


102 

a) 90' 

d) 2.440' 
103 

a) 165” b)350" с) 410” 

d) 10.850” e) 18.045”f) 32.455” 
g) 4.230” h) 9.650” 1) 12.035” 


b) 165' 
e) 3.030' 


с) 220 
f) 3.655' 


104 
a) ТЕ 


5) MS 


b) 2º 
f) 45º 
105 
а)/)! 
е) 12! 
106 
а) 1º 
е) 152 
107 
а) 3951 
а) 80º 
g) 1620 
1) 19947710" 
k) S190 
108 
a) 90950740" 
с) 51931740" 
109 
LOZA b) 14815 
с) 59740" d) 3993925" 
110 
а) 3193457 — b) 82*120" 
с) 134213710" d) 12324 
111 
а) 89725" 
с) 21946756" 
112 
а) 80º 
4) 55º 
113 
a) 60° 5) 45% с) ә? 
е) 5492077) 18929710" 
114 
а) 140º 
4) 155% 


b) 20 
19) 25: 


b). 70° с) 5º (52, 
{) 50° g)16º h)48 


с) 50° 
f) 81º 


b) 5º50' 

e) 31º 

h) 30930 
3) 20954710" 
1) 101532202 


b) 4555120" 
d) 66º 


b) 894” 46" 
d) 26?30'40,4" 


b) 160º с) 80° 
е) 64530. f) 129215 


4) 75º 


b) 130º с) 105° 
e) 129°25' f) 78236" 


i) 90º - xj) 180º - X 


116 
a) 2 (90º - X) 
с) 3 (1807 - х) 


b) 90º - 2x 
d) 180º - 5x 


bt 
180º – — 
D 3 


i) 90º - (180º - x) 
j) 2 [180º - (90º - x)] 


k) x y 7:30" m) 


117 
а) 75%  b)20? с) 50° d)30º 
e)22º 175 

118 


а) 50% 40° b) 60º, 30º 
с) 54º, 36° d) 80º, 10º 
119 
a) 105º, 75º 
с) 45%, 135º 
120 
а) х = 50°, а = 90°, у = 140º, 
Ь = 150°, с = 70° 
b) x = 40°, a = b = 90°, c = 160° 
с)а 145 b —35*,c = 145", 
d = 140º, e = 40º, f = 140º, 
g = 120º, h = 60º, i = 60º 
d) = 135°, b = 45°, c = 135º, 
4- 80°, е = 125°, Ё= 55°, р = 100°, 
КЕШ 1050 = 2590 155°, 
т= 25°, п = 155°, х = 155°, у = 25° 
121 
а) 5° 
122 
а) 20° b) 55° c) 60° d) 23° e) 25% 
123 
a) x = 35% у = 50° 
b) х= 40°, у= 10° 


b) 115º, 65º 
с) 70º, 110º 


b) 15º 


x + 30? 


a) 82928715" M. 
с) 12593720 d) 5 m M 
е) 6191171" е 
933742,6" Н) 70 34 22 
i) 9958'42,25" j) 19949754 


129 2 
а) 58° b)84º c)98" @ TE 
e) 102º 025% 8) 100ºh) 26 
130 
a) 95°, 85° b) 65º, 25º 
БІ (9800 690 
f) 40º pe» 1) 72° 
131 
а) 31°10 Ы) 47°30 
с) 65°41°3" d) 111°3' е) 31° 
132 
а) 4615: Б) 26°5" 
133 
ао or ab) 10:55 
с) 449447330" 4) 39º29º15º 
134 
а) 21917730" b) 31941730" 
135 
а) 2392227 b) 1030755" 
с) 10?36'44,4" 
136 
a) 289 b) 30º 
137 
a) 60º b) 120º с) 120º 
138 
a) 15° b) 10º 


Exercícios de Ма. 
= OS ‹ | v 
a 


140 
100º ou 20º 


141 
45º e 60º 


Ol 


-6 


139 
35° 


142 
48°, 72º, 96º, 144º 


143 
61º 

144 
49º 


145 
85º ou 35º 


146 
86º 


147 

36º 

148 

622/90. 122º 
149 

78º e 26º 


150 


(108º e 279) ou (135º e 45») 
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capítulo 3 


151 


3j alternos internos 
13 colaterais internos 
c) alternos internos 
d) alternos externos 
e) correspondentes 
f) со 
g) colatera 
h) correspondentes 
¡y alternos externos 
7) colaterais internos 
k) correspondentes 
aterais externos 


rrespondentes 
is externos 


|) col 
m) alternos externos 


n) correspondentes 
o) colaterais externos 
p) colaterais internos 
q) alternos internos 
r) correspondentes 
s) alternos externos 
t) correspondentes 
u) colaterais externos 
v) correspondentes 
w) alternos internos 
x) colaterais internos 


152 


são paralelelas: a, с, е, f 
não são paralelelas: b, d, g, h 


153 
congruentes: а, Б, d, g, h, j, 1, m, o 
suplementares: c, €, E kn 


154 
a) congruentes 
c) suplementares 


155 

a) 65º, 70º, 110º, 120º 

| р) 30°, 105º, 110°, 135º 

| с) 50°, 90°, 55°, 140° 

| d) 100º, 35º, 90º, 35º, 150º 
156 
a) 40º e 140º 
с) 60º e 120º 
e) 75º e 105º 
157 
a) 100º, 80º, 110º e 70º 
b) 50º, 60º e 120º e 250º 
158 


congruentes: a, c, d, f, g, j, 1, p, S, t V, X 
suplementares: b, e, h, i, k, m, n, 0, 


b) congruentes 


b) 70° e 110° 
d) 55° e 125° 
f) 135° e 45° 


9, г, u, уу 
159 
a) a 60° b 

' 120°, с 9 
d = 120°, e = 1209 f Ч 507, 
h-1105, і= 705}. 
1 70° 
b) а- 50º, bia 509 с 
d= 130°, e = 50°, f 
h=120° i= 100º je 
y = 80°, z — 60º Я 


60°, g = 70° 
,j 7 110°, к= 110º 


130°, 
130°, р = 40°, 
60°, х = 100°, 


160 


а 2 о о 
) 30 b) 20 с) 60º d) 20º 


161 

a) 36º, 26º, 154º 
с) 40º, 60º, 30º 
162 

a) ЛАШУ е 40° b) 70º, 40º e 110º 


b) 34º, 66º, 58º 
d) 20º, 35º, 45º 


163 

a) 85º b) 100º с) 1559 
d) 1409 e) 20º 

164 


а) 75°, 55°, 50º b) 45°, 80º, 35º 
с) 65°, 60%, 55° d) 40º 

e) 50º f) 60º 

165 

110º 


166 

50º 

168 

а) 65° b)42º с) 64° d)43º 
e) 110º f) 50º 

169 

a) 80°, 55% b) 45º, 110º 

e 115e 115° 


170 

a) 130°, 50°, 130° 
b) 80°, 100°, 80° 
c) 60°, 120°, 60° 


__ 5 
174 
a) 40º Оу” 
175 
а) 55%, 55%, 65° b) 50º, 60º, 70º 
с) 40º, 35º d) 40º, 90º, 50º 
е) 65%, 60°, 55° f) 45% 35% 100º 
176 
a) 45º b) 45º с) 40? 
177 
60º 
178 
130º 
179 
122% 
180 


a) x = 70º, y = 110% z = 70º 
b) x = 60°, y = 120°, z = 120º 
c) x = 50°, y = 40º, z = 130º 
а) x = 30°, у = 20°, z = 120° 
е) х = 35°, у = 35°, 2-30 
f) x = 100°, у = 70° 
g) х = 65°, y = 65%, 2 = 45° 
h) х= 120° і)х-15 
181 
a) А = 130°, В = 50°, С = 60°, 
D = 120º 
b) À=70º, В = 110º, С = 40°, 


ж 


D = 140º 
182 

a) A= C= 135°, B=D=45 
b) A=C=70, B=D =110 
183 

140º ou 40º 


ж 


171 
а) 41° Б) 39° c) 140º 

d) 45%, 135°, 45º e) 130%, 50º, 130° 
172 

a) 17º b) 29º с) 6º d) 15º e) 30° 
173 

2)909 b) 35° с) 155º d) 100º 
e) 40" 4)70% в) 155°h) 30° 
30º і) 105º 


490 


Capítulo 4 


185 
acutángulos: а, d, g 
retângulos: b, e, h 
obtusángulos: с, Ғ 
186 
acutángulos: a, а 
retángulos: b, f 
obtusángulos: c, e 
187 
equilátero: a 
isósceles: b, d 
escaleno: c 
188 
equilátero: c 
isósceles: b, d 
escaleno: a 
189 
retângulo isósceles: a, d 
obtusângulo isósceles: c 
acutângulo isósceles: b 


190 
a)AC  b)BC с) СА d)AC 
191 
a) 2p = 41m b) 2p = 50m 
c) 2p = 45m d) 2p = 70m 
192 
a) 24 b) 26 c) 8 
193 
a) 14, 18, 20 b) 20, 22, 30 
с) 8, 12, 18 
194 
a) 9 b) 10 
195 


2) ВС- 16 АВ-АС-20 
b) ВС-20 AB=AC=24 


196 
a)x=8,y=10 b)x=5,y-6 


| 197 
|| a)x=10,y=4 
| b)x=5,y=6 


| 198 
a) 6, 10, 10 b) 12, 16, 20 


199 
a) А = 60°, В = 80º 
b) Â = 30°, B = 90° 


== A 213 


Exercícios de Matemáti 
A emática _ 


f 1 
200 o d)45 a = 29º b= 125º . a 2 
60° ы)40 ONO i age d-70  x-ep 30 o 2 
к 00 f) 60º g) T P 65º 7, 27930! y 5234) 2) 59º 3 
1,55% 040° 9 11- dá 5) i | 
а) 55° Ы) 25° суз ^ 22 60% 
хы; 10º b) uso 0» 100º d) o a) 898 f) 3 50 К ий 2) А8” 
50 030% в) 35° 140 E 0 до 
) a) 100º b)36? су, 1 
202 o 216 9 46 292 „зо 
a) 130º b) 130º с) 100 a)x= 12º y=40º E c. d 
203 o o b)x-40? y=32 
a) 402 Ь)60% с) 45 d) 35 m c "» 
04 d)x=30º y=31º a) 107º 
қ 30º b)60º с) ol 317 e) Я 
а) 89° 34P s а) 105° b) 110ºc)40º q > 23 AO" 
g) 90º h) 106% i) е) 259 4) 105° g) 30° ER a) 
5 
A b) 120º с) 90° E A 30 
120° д Bou а» 
Es e) 120º  f)80 ала : с с) 14 
219 
236 
200 : a) 80º, 70°, 30º b) 40° gp» 
o 5 , S 0 60º y A 
Bro пиш» 36º, 72º, 72° d) 55° 60º a 
3 6959 3 ) 55°, 60º, 65» PE 
220 a 
2-35 b=95ºc=115º d=50º а) 20º, 80°, 80° b) 30°, 75» 1 a) 
as 76° f=65° р = 60°һ = 135º с) 80°, 50º, 50° d) 20º, 80º, у c) 
m = 30? х = 75ºy = 70ºz = 130º 221 Я 
208 20º 1 
a) х= 30°, y = 13% 222 
b) X — 50º, y 90? 50? 
c) x = 30º, y = 30* m 
d) x = 35º J | 
e) x = 65°, у = 120° DO 7, 2 p= 18 | 
f) x = 145° b) 10, 8,8,2р-26 | 
с) 7; 7, 7,2p = 21 | 
209 
a) 60º b) 120º с) 300º 224 
12 
210 | 
a) 70º Б) 65° с)45% d) 40º 225 | 
e) 100º, 40º f) 40º, 70º x=8,y=6 | 
g) 20º, 80º h) Bo А 226 | 
; Е 
i) 105° ТУ 115° К) 139°, 98 ВС = 18 | 
1) 132°, 96° 
227 
10 а)х=4, у=9 0)х=4, у=3 
а) 60° b) 60° қ 
Todo triângulo isósceles que tem 228 Ro 
um ângulo de 60º é um triângulo a) 25cm ) v Ў 
equilátero. CDS 09,00 d) 22, 22, 
212 e) 20, 20, 30 
a=b=73º c=38º d=104º 229 
х = 66º y =:113* a) 45 b) 39 


ur b) 85° с) 28° d) 100° 
a) 657% в) 33° h) 48" 
j) 111° k) 80º 1) 135º 


о» b) 70º с) 60% 4) 30% 
а) о f) 30° g) 130° h) 259 


г) 45 
i) 50° 
32 
) = 30%, у^ 00 
px = 30% y= 30 
233 
ЕЕ So) 945" 9.127 
e) 107º 


234 
40º Б) 120%) 105º 
235 А 

1,30: Б) 55° с) 80° 0) 36° 
e) 105° 0 25º 


236 

145% 105° Б) 35°, 110° 
2050", 50° d) 30º, 80º 

237 

5) 40°, 60º, 80% b) 30%, 60°, 90º 
с) 80º, 40º, 60º 


238 
а) 50° 5)36% с) 70º 


239 
12022307, 30º 


240 
80º, 20º, 80º 


241 
80º, 50º, 50º 


242 
a) 30º, 40º b) 15º, 40º 


243 
a)20º Б) 30° с) 40° а) 50° 


244 
а) 36º, 36º, 108? b) 70°, 40º, 70° 
c) 60º, 30º, 90º 


245 
a) 36º, 72º, 72° b) 40º, 70º, 70º 
с) 70º, 55°, 55° d) 60º, 60º, 60º 
e) 150°, 150 ее Ар 708, 70° 
g) 20°, 80º, 80º h) 50°, 65°, 65° 


247 
30° 


po үсісі5 de Matemática — Vol. 6 


250 EN 
a) x mm 30º, y » 759 294 М 
b) х= у= 20° а) 10 b) 20º 
co) x=70º, у= 40° 265 
251 m MM os 
© y 2 
а)х = 70º, у= 110° 2 5 c)a 
b) x = 20%, y = 100º 266 
с)Х: 135°, y=45º 450º + a 
d) x = 120º, y = 30º » EGRE Бу Р 
е)х = 27°, у= 117° а а 4 
с) = 4164290 = 
252 ^5 d) 
a) = 50 y = 605; z= 70º 267 
Б) 405,8У = 1201020? 60°, 70°, 50° 
253 268 
а) 90° Ы) 70° 90°, 50°, 40° 
254 


АВ = 8, АС = 8, ВС = 6 
perímetro = 22 

255 

AB = AC = 12, BC = 11, 
perímetro — 35 ou 

AC = BC = 13, AB - 15, 
perímetro — 41 ou 

АВ = ВС =9, АС = 11, 
perímetro = 29 

256 

a) 28 b) 13 

257 

a) 40º, 40º, 100º ou 40º, 70º, 70º 
b) 100º, 40º, 40º 

c) 50º, 50º, 80º ou 80º, 80º, 20º 


258 
10º, 80º, 90º 


259 
40º, 60º, 80º 

260 

a) 30º, 60º b) 40º, 50º 
c) 36°, 54° 4) 45°, 45° 


261 
а) 100°, 40°, 40º b) 20º, 80º, 80º 
с) 40°, 70°, 70° d) 20º, 80º, 80º 
е) 24º, 78º, 78° 4) 20º, 80º, 80º 


262 

a) 36º, 72º 72º ou 90º, 45°, 45º 
b) 40º, 70º, 70º ou 80º, 502, 502 
с) 40º, 70º, 70º ou 70º, 55°, 597 


263 
a) 30%, 50° b)40,10º 


E pesa 


b)725. 116% 748, 98º 


279 


а) 70° Б) 75° 


280 
а) С= 54, D=78º 


с) А =128°, 

d) А=112°, B=126º 
e) B=38º, D=98º 

f) С-90% D=110º 
281 

a) 50º, 130º, 130º 


b) 110º, 70º, 70º 
с) 38º, 142º, 142º 


282 

a) 78º b) 114º 
283 
a) 30º b) 15º 


Capítulo 5 


271 
а) 75° b) 106º 
272 
a) 106º b) 90º 
273 
a) 90º b) 70º 
d) 110° e) 60º 
274 
a) 110º b) 45º 
275 
a) 110º b) 110º 
d) 86º e) 70º 
276 
a) 90º 
277. 
а) 40° 
278 


a) 100º, 110º, 80º, 70º 


с) 110º 


d) 90º 


с) 140º 
f) 105º 


c) 40º 


c) 84º 
f) 108º 


b) 64º с) 50° 4) 135º 


b) 50° с) 40% а) 60° 


c) 30º 


287 М6 
ау 40°, 30° b) 20°, 30 


288 ar 
a) 40%, 10% b) 50% 30 


289 р 
В 20% ПЕ = бэм 


290 
а) 50°, 130°, 130° 

Ь) 135°, 45°, 45° 

С) 125065455” 

4) 90º, 90º, 90º 

e) 70º, 110º, 110º 

f) 120º, 60º, 60º 

291 

a) 65°, 90%, 25° b) 35º, 55º, 90º 
c) 45º, 90º 

292 

a) 30º, 150º, 150º 

b) 70º, 110º, 70º 

с) 150º, 30°, 30° 

4) 45% 135°, 135º 
e) 90º, 90º, 90º 
f) 10°, 170°, 170° 


293 
a) x = 30°, у= 10º 
b) x = 20°, y = 15° 


294 
110º, 80º, 145º, 65º, 115° 


298 
a) 90º b)90* се) 150º 
d) 130° е)76 105% 
8) 70º h)74 164% 


Exercícios de Ма temática 


Vol. е 
299 
рей URS" T) 1079 
4) 60% 
300 
a) 40º b) 50º 
301 
2911157, 120º, 50°. 75° 
b) 110°, 80°, 75°, 95: 
с) 90°, 45º. 85º. 140º 
d) 50º, 140º, 70º, 100º 
302 
a) 55º Б) 62: 
303 
а) 71º, 48º b) 143º, 108º 
с) 56º, 135º d) 100º, 60º 
e) 90º, 50º f) 45º 450 
g) 207 30º h) 50º, 40% 
304 


a) 115º, 65º, 40º, 140º 
БУМ 259, 55º, 65º, 115º 


305 

а) 295 1122, 68º, 68º 
БУ ЛОР 70º, 110º, 110° 
56071607, 120º; 120º 
9079230755. LOS", 105º 
e) 80º, 80º, 100º, 100º 


306 
a) 58 


307 
a) 30º, 120º 


308 


b) 60 


b) 50º, 30º, 50º 


а) 58º, 58º, 122º b) 80º, 60º, 60º 
с) 30º, 10º, 140º 4) 50º, 75º, 20º 


309 
a) 45º, 135º, 45º, 135º 
b) 60º, 120º, 60º, 120º 


310 
a) 20, 35, 20, 35 
b) 13, 17,13,17 


311 
a) 30º, 135º, 135º 
b) 65º, 90º, 25º 
с) 15º, 60º, 30º 
d) 20º, 10º, 90º 


TE A SRA SAE е) 872) 


рет 


317 (v, 80%, 100º, 80º 
2 60%, 120°, 60°, 120° 


2 b) 18 
a 
210, 15, 10, 15 
05,959 
315 
64 
6 
ы оо, 60º, 150% Б) 15º, 45º, 105º 
o 75% 30º, 15% 4) 75º, 15º 
с , 
Seo 
110°, 115 


318 o 
105º, 45º, 120 


319 ^ o 
a) 110°, 90°, 60 2 100 
b) 140%, 70º, 75º, 75% 
с) 36º, 90º, 108°, 126° 


320 7 
2) 60°, 120º, 150°, 30 
b) 120°, 140°, 40°, 60° 


321 

а) 120°, 120°, 60°, 60° 
TEN, 93°, 93° 

с) 120°, 120°, 60°, 60° 
d) 20º, 20º, 160º, 160º 
e) 74º, 74º, 106º, 106º 
f) 30º, 30º, 150°, 150° 
g) 40º, 40°, 140°, 140º 


322 
a) 60° Б) 79° с)80° 4)65° 
е)409 f) 40º 


323 
3) 45% Б) 40° с) 20° d) 30º 


324 

a) 24m, 48m, 72m, 96m 
b) 7m, 7m, 14m, 20m 
с) 14m, 14m, 30m, 40m 
d) 13m, 13m, 7m, 7m 
e) 10m, 10m, Im, Im 

f) 13m cada 


325 


a) 30º ou 60º 


€) 80º ou 100º b) 135º ou 120º 


326 
a) 95º b) 125º 
327 
a) 120º b) 75º 
328 


a) 130º, 70º, 95º, 65º 
DIOS 105º, 70º, 130º 


329 

a) 35º b) 70º 
330 

a) 70º b) 100º 
331 


а) 220º b) 125° 


332 
a) 80º, 105º b) 125º, 70º 


333 
a) 140º, 40º 


334 
MS; 


335 
40º 


336 
34 cm 


337 
56 cm 


338 
150º, 50º 


339 
95º, 85º 


340 


341 
360º 


ДЕ pe МЕ у= 25 607 


494 


Capítulo 6 


342 


a) 14 b) 35 с) 90 
343 
а) 540% b) 720º c) 1080º 
а) 1260% 
344 
а) 360% b) 360º 
с) 360º d) 360º 
345 
a) 180º b) 360º 
с) 540º d) 720º 
346 
а) 5, = 180º, .— 3605, d=0 


b) S, = 360°, 5 = 360º, 4-2 
c) S, = 540°, S, = 360º, 4-5 
DIS 72025536080 19 
347 
a) 140º 
d) 120º 
348 
a) 60º 
349 
a) S, = 180º, S, = 360º, a, = 60°, 
a, = 120º 
b) S, = 360º, S, = 360º, а, = 90º, 
а - 909 
c) S, = 540% S, = 360º, a, = 108º, 
AZ 
d) S. = 720°, S. = 360°, а, = 1207, 
а, = 60° 
350 
a) 108º, 36º, 36º, 72º 
b) 120º, 30º, 60º, 90º 
351 
A seqüéncia exibe a soma dos án- 
gulos internos de um polígono con- 
vexo de n lados, para n = 3, 4, 5, ... 


352 
a) 36º, 36º, 72º, 72º 
b) 72º, 72º, 108º 
353 

a) 30º, 60º, 60º, 60º 

b) 60º, 90º, 60º, 30º 


b) 88º 
e) 160º 


c) 130º 
f) 150º 


b) 120º с) 40° 


354 

a) 135º b) 150ºc) 160º 

355 

a) 36% 5)10% с)60° d) 18° 


SA b) 25 927 
57 
әле 5,45 924 
358 
а) 15 b) 36 c) 10 
359 
а)209 b)170 
360 
a)54 6) 2880° с) 170 
361 
902 DL 902 ШІ 
362 Й 
a) 900% Ы) 1620" 
с) 2160 d) 3240 
363 қ 
a) 360° Б) 360° 
с) 360º 4)360 
364 ; 
a) 89º b) 92° ©) 140 
d) 100° е) 40º 
365 


a) 88°, 155°, 107º, 9595955 
b) 95°, 132°, 88°, 140°, 85° 
366 E 
a) 110º, 110º, 130º, 100º, 150º, 120 
b) 150º, 140º, 100º, 120º, 130º, 80º 


367 
a) 70º 


368 

а) 18°, 117°, 81° 

b) 36º, 96º, 48º, 24º 

c) 120% 75% 1202 1057 
d) 12º, 12º, 84º, 132º 


b) 60º 


369 

a) 8º b) 140º  c)17 

d) 19 e) 104 1)3420% 
370 

а) 12° b)172 

с) 9 d) 12 

е) 50404  f)2880" 

g) 170 h) 27 

371 

a) Undecágono b) Quadrilátero 
c) Eneágono 4) Decágono 


Exercícios de Matemática 
A w 

Д: 

J 


372 


a) 22 b) 33 с) 434 ANE 
е) 160° f) 3780" р) 24 S A 
373 
a) 20 b)135 im 
d) 45 e) 77 f) 35 
375 
a) 70º b) 110° суду 
d) 120º е)120% 
376 
ОППО: b) 52º 30 
с) 50º d) 60 
377 
a) 100º b) 150º 
378 
a) 66º b) 12º 
379 
а) 54°, 63% b) 30º, 45º 
380 
a) 54 b) 135 с) 1440 
d) 2880? 
381 
a) 5 b)6 8 410 
e) 12 f) 18 
382 
a) 2 b)O c3 dO 
e)4 f) 5 g) 10 
383 
126 
384 
189 
385 
150 
386 
a) Dodecágono b) 10 
c) O d) 144º 
387 
a) 126 b) 1800º с) 18 
d) 3240 е) 594 f) 54 


Exercícios de Matemática — 
ES ---- E 


Vol. 6 
Capítulo 7 
7 _ __ __ 
ИЕ Т, D RL, RT, 17 
b) Y, B, Z, YZ, YB, BZ 
389 
aLAL Б) ГАГ c)ALA 
dALA е).  f)LLL 
g)LAAO h) ГААо 


i) Caso especial 
j) Caso especial 


390 

3) ALA b)LAAo c)LAL 
d) Nào e) Nào 3100 
g) Não h) Caso especial 
391 


“ПОО b)7,6,5 


392 

a) AABC = AADC (LAL) 

b) AAEC = ABED (LAL) 

c) AABE = ACDE (LAAo ou ALA) 
d) AABE = AADC (LAAo) 

e) AABC = AFED (LAAo) | 

f) AACD = ЛАВР (Caso especial) 
g) AABC = AABD (LAL) 

h) AABC = AACB o 

i) AAFD « ABCE (LAL 

j) AABE = ACDE (ALA ou ГААо) 


396 M 
О 5/89 о) 55 A 
4) 30°,30° e) 30° f) 140°, 1 


397 

a) BC > AC > AB 
b) YZ = XZ < ХҮ 
c) PQ < MQ < MP 
d) AB = AC = BC 
e) BC > AB > AC 
f) ZY < XY < XZ 


398 

a) Sim 
d) Não 
g) Não 


c) Não 
f) Não 


b) Sim 
e) Não 
h) Sim 


399 
а)4<х<32 
с)0<х<24 
е)20<х<24 


b) 19<х<21 
d) 10 <x < 24 


400 

SAT з hb, х<2] 
C)3<x 11 d) 8<х. 20 
401 

а) 9 ou 7 b) 12 c) 14 
d) 15 ou g е) 17 ou 26 

00 < x < 24 

402 


a) 6, 8, 10 ou 12 

b) 10, 15, 20, 25 ой 30 
с) 25,27 оһ29 

405 

VV ЫМ ОУ ФЕ еу 
DF gV ву iv 


DV 
406 
ауу b)F ОЕ ФУ OF 
DF gV hv DV DE 
k) F 
407 
aV b)V оу ФЕ e)F 
A A A 
kV У m)VnV oV 
408 
aF МЕ oV ФУ 
409 
av tV ОУ ФУ ФЕ 
DF gF МУ 
410 
М БЕ ОЕ ФЕ ем 
A gF ЮУ DF ДУ 
ЮУ DF 
411 
412 
Шу ШЕ СР ФЕ 9" 
nv gF 


418 
а) 24е30 b)32e36 


ШЕ b) 12, 12 <)4,2 
55%, 35° €) 60%, 30°) 13 
8) 70,60 


431 4 
a) Não b) Não 
c) Não d) Sim 


432 

3)4 «x « 14 

c) 11 « x « 15 
433 

a) 12 b) 10 
434 

a) 6 b) 5 
435 

a) Nào existe 
c) 12 ou 18 


c)60u8 d) 9 


b) 18 
d) 12, 14, 16 ou 18 


Exercícios de Matemática — Vol 
І -6 


= аала EU са?“ 


{) 3 
| y) 4 h) 1 1) 2 
Capítulo 8 g4 
j) infinitos. И 3 
Um deles é uma reta para | 
m deles € 
dela que contén | a) 
447 bas eqüidistantes n biih | \ 
à 5 a reta que co 2 
а) 42 b) 145º c) 140° КБ; É a reta q ) | 
d) 36? e) 30º Ð 142° 1) 2 
492 
SE 474 d 1 
de b) 30* a)5 5) ү c) 7 А 16 
Ses "e dos tem 7 
449 O polígono regular de n la Д 
| po i simetria. 
a) 70 , 40 b) 60°, 40° n eixos de sim д 


475 a) 
а) 10, 12 b) 106º, 132º Paralelas ^ 
476 К р ЗЕ 
а) 25º b) 20º Apenas os que têm número р A 
lados 2 


477 
а) Мао | 
b) Sim. É a reta que a contem 


b) 61? 


478 | 
Ven Basta traçarmos as mediatrizes de 
n dois dos segmentos determinados 


por esses pontos. 


a) 25? b) 145? 487 
c) 160º d) 40? 75 


465 488 
a) 28º b) 60º с) 45° 36 
(550% е): 25º, 50° 


489 
466 10º 
a) 7, 8 b) 30º, 50º 


470 
a) Sim b) Sim 


471 
a) Sim, infinitos b) Sim, infinitos 
Ela própria é um deles 


472 

a) Sim b) Não с) Não 
d) Sim e) Sim f) Sim 
р) Sim  h)Náo  i)Nào 


j) Sim 

473 

a) infinitos b) O c) 1 
а) 0 е)2 f) 2 


A — — — ÀÁ— 


Эд 


<= 


de Matemática — Vol. 6 


capítulo 9 


491 b) 12 c) 16 
a) 7 e) 5 f) 13 


x b)24 c)6 414 
Ж j) 6,2 k) 4,4 


AS 56, 22,18 
12, 24, 15 
95 
Ed 12  b)18,10 
913514 d 10,6 е)9,6 
496 
4, 3, 10 
497 
a) 10 b) 12 
498 
94 b34 0) 10, 13, 
19 d) 20, 6 
499 
a) 13 b) 22 
c) 9 d) 8, 6, 10 
е)12,8,7 f) 28, 30, 32 
500 
a) 32 b) 28 
501 


a) 26 b)25 | c)25 
d)6,3,6 е)6 f) 17 


502 
pas, d 


503 
Todas verdadeiras 


504 


a) 16, 6 b) 8,8 €) 9, 7. Із 


505 
8, 3, 14 


507 
a)3 b) 7 с) 9 


508 
5 ШОУ 


509 
8 


510 
а) 30º b) 25º, 25% 130º c) 70º 
d) 50º, 50º, 80º ou 659. 0522505 


511 
a) 4, 6 b)4 


513 

a) Ser congruentes 

b) Ser perpendiculares 

c) Ser congruentes e perpendicula- 
res 


== 3894 


498 


Capítulo 10 


526 
a)6,6,12 b)4,7 


527 
a) 15, 30 


528 


a) 40º, 40º 
Cod 210? 


b) 12, 24 


b) 46º, 46º 


a) 4 b) 5 


a) 7 b) 12 


a) 6 b) 7 


b) 37 


b) 4 


, b) 8, 4 


а) 30° b) 135° 


536 

а) 12 Ь)4 0) 5,9 06,8 
е) 6,8 096,510 7,10 
h) 5,6,4 


537 


а) 39 b) 28 


538 


a) 9 b) 10 


539 


a) 90 b) 58 


540 
а) 20, 22, 19, 17 b) 10, 17, 24, 17 


541 


а) 20, 18,16 6) 22, 22, 20 
542 
a) 2 b) 6 


a b) 3 

544 

6, 8 

545 

a) 18,6 b) 5,3 

Pp y) EU I 
à) 80º e) 100º 
547 o 180 
a) 180º, 90º pe 300^ 
c) 90?, 270? d) Th 80º 
e) 40º, 702 f) 4 , 


ge 145º 
a) 80º, 135º, o o 
b) 180º, 180º, 120º, 120 


549 

a) 107m Б) 16 7m Шш 
550 

a)20 ncm Б) 48 mem 

с) 36 rcm 4) 40 cm 


551 

a) 127 b) 177 
c) 287 d) 35 
552 


8 
а)20 5,50 932 YT 
553 


a) 4nm b) 40mm с) 35тт 
554 
a)2n Ь)14хтс)9л d) 151 


555 
а) 110º Б) 75º с) 170° d) 305º 


556 

а)5бла  b)4um c)72º 
d) 9лт e) 240m 

557 

a) 6 b)3,6 

c) 8, 11, 14 d) 4, 8,5 
558 
а) 23 b) 30 
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шеле -----2556 


559 

a) 18, 19, 17 b) 13, 14 9 
560 
211 b) 17 
a) 13 b) 7 


b) 96 


563 
by <)0<4<12 


a) 8 
4) d>9 e) 10 


564 
a) 21 b) 9 


565 
а)8<4<18 


c) d> 18 


р) 0 <4<8 


566 
а) 22 b) 14 


567 
a) 27 ou 13 b) 12 < d <32 
с)0<4 < 21 ou d > 39 


568 
8 ou 12 


569 
2 ou 10 ou 18 


570 | 
Uma interior à outra: 6 ou 8 ou 20 | 
ou 34 | 
Exteriores: 6 ou 20 ou 32 ou 46 | 


571 | 
a) 180º b) 120ºc) 50° 4) 80° 
e) 120º #) 90° в)60% h)72 


572 


a) 40°, 140° b) 145º,35º 


с) 135% 45% 4) 50°, 80° 

е) 150°, 100° #) 50°, 130° 
g) 120º һ) 90º, 90º 
573 

a) 90º b) 120º с) 30° 
d) 150º е)150° 460 


S y mn 
reícios de Matemática =Vol. 6 


ре 
$T p 5) 23.5 
à A 


or b) 19x c) 267 d) 50r 
a) 
jd b) 4л c)18m d) 118° 
a) - 


577 


15618 


578 


10. 12, 26 


57 


9 
218,10 5) 18,12 


580 
2,3,4 


b) 0 е)/2 


3 
Bo b)4 c)O ФІ e)3 


584 
a) Tangentes externas 


p) Tangentes internas 
c) Secantes 


d) Secantes 
e) Uma interna a outra 


f) Tangentes externas 
g) Tangentes internas 
h) Urna interna a ou 


585 
20825" b) 145º 


586 
6, 9, 12 


587 
48 


588 
a)5m b)56cm 


4) 18cm (É 
e) 1 


PANEM um quadrado) 
, um quadrado) 
589 
a) 40m 
| 
с) 5, 19, 12 Арш 
а) 34. 50, 42 42 
142 e) 5m 
590 
a 
) 5 b) 4 
с), PA 2a 
2 Оц т = р-а 
а 
т = — 
2 
591 


50, 26, 14 ou 
50, 14, 10 ou 
50, 26, 10 


592 
a) 457 b) 30x с) 361 


593 
a) 487 b) 16x 


594 
a) 127 b) 327 


595 
205ncm 


tra (concéntricas) 


c) 28m cada um (Ele é um losango) 


Capítulo 11 


608 
Бу оар b) 290º с) 130° 
d) 50º e) 70º f) 50º 
609 
a) 40º, 80º b) Da» 569 с) 120º 
d) 25º, 50º e) 130º,25º 1)50º,35º 
610 
a) 45° b) 60º с) 70% 
d) 50% е) 64° 4)90% 


611 

a) 65% 65º 
c) 40º, 40º, 
e) 90º, 90º 


b) 120º, 60º 
ҚА 4) 90º, 90º 
f) 35º, 100º 


612 

d) 120º e) 108º f) 70º 
613 
a) 70º b) 115º с) 36º 
9) 9027 ees pais 


614 
a) 252 b) 100° c) 50° 
d) 259 e) 559 f) 20? 
615 
a)35" Ь) 152° c)130" 
Ф) 1209  e)225 #) 55° 
616 


а) 100°, 95° 
b) 90°, 120° 
а) 94°, 88° 
ШЕЛ); 72° 


с) 110°, 80° 
е) 80°, 110° 


617 
а) 82°, 100°, 98°, 80° 
b) 92º, 89º, 88º, 91º 


618 
a) 120º, 100º 
b) 90º, 90º 
c) 100º, 76º 


619 
a) 80%, 30° b) 90°, 40° 
620 

a) 220º b) 245º 


s de Matemática — vo, c 


Exercício 


621 
114º, 82º 


622 
а) 35° 
а) 25° 


с) 60° 
f) 20º 


b) 100º 
e) 50º 


623 
a) 80º 
d) 80º 


с) 60º 


0% Д 
b) 3 T 10 


e) 89? 


624 
a) 65? 


se 99 


625 


a) 75? b) 100º 042 
d) 25º e) 98º 

626 А 

а) 20° b) 40 

628 


a) 124°, 60° Б) 105°, 55” 


629 
60º 


630 


a) 160° b)80º 


642 қ 
Aqueles cujos ângulos opostos São 
suplementares: quadrado, retangu- 
lo e trapézio isósceles. 
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b) 10 u.a c) 12 ua 
e) 16 u.a f) 18 u.a 
h) 20,5 u.a 


c) 60m? 
f) 240m? 


b) 60m? 
e) 78m? 


c)54 d)65 
g)24 Һ) 150 
к) 52 1) 84 


266 b) 120 c) 126 d) 116 
2248 0 138 в)84 Һ)96 


648 
418 b)48 с) 56 


4,54 6)77 

649 

а) 96m? Б) 54т? с) 80m” 
0) 72m е) 96m? f) 88m? 
а)40ю Һ)24ш? i) 70m 
650 

а) 210 b) 91 с) 180 


d) 47 e) 103 f) 220 


651 
а) 25m?, 25m? b) 41m”, 82m' 


с) 50m?, 25m”, 100m?,50m* 
d) 60m?,30m”, 90m? 


652 


a)320 6) 165 


653 


а) 68 
654 

a) 11m 
d) 8 m 


655 
a) 9 


656 


b) 410 


b) 16 m 
e) 9m 


b) 15 


c) 2m 
f) 10 m 


a) 12m, 18т b) 8m, 12m 


| В ! MEME oen 
657 
ofc А l 671 
1) 169m? b) 128m c) 196m? a) 40m? b) 46m 
сн с) 13m, 17m 4) 12m, 18m 
а) 108m? b) 85m? а" 
с) 72m? d) 108m? 672 
659 2 : 1 
а) 9m b) 10m c)8m é E 5 2r р o a 
d) 6m e 12m e) 4m e 36m 
673 
660 а) 192m? b) 96m? 
a) 5m, 8m b) 10.8m c) 120m? 
d) 50те) 12m е 16m f) 120m s 
а) 167т b) 127 
661 
k 2k a 
ADS a” і 2 E М 
3 ©) = a) =k b) Ek o) К d) 44k 
663 4 À ү ^ 
2) Boy 677 
15 17 
664 а) co. pen 
а) 36m?  b)40m? c) 18m? p 
d) 12m?  e)24m? f)40m? 
g)20m?  h)32m? i) 40m Ko 
j) 18m? IN 
Eis 679 
а)15 b)24 с)21 4)12 EC 
12 
666 
Иш уап 680 
с) 2m, 3m d)4m e) 4m Ex 
f) 2m g) Sm —h)2m E 
i) óm |2а  k)4m 
1) 4m m) 4m ut 
1 
667 7º 
2) 32m?  )96m c)6m,9m 7 
d) 5m, 6m e) 6/2, 12/2m 682 
315 


668 
а) 256m* 
d) 72? 


669 
a) 20m 
670 


a) 116m? 
d) 12 


b) 288m? с) 324m? 


b) 5/2т с) 15/2m 


b) 144m? c) 5m 
e) 17 


502 


Capítulo 13 


683 


a) x? = а? + b? (ou a? + b’ = x^) 
Ь)с2= а? +62 с) а? + с = Б 
а) а2=62+с2 е)у=а+х 
Юа tb =x? р)а = х? Зу 
h) a? = m? + h? 
684 
а) c? = 8? + h? , 42 = b? +h?’ 
b) a? + b? = а? 


c)a =b? + с2, а? = х? + у? 

а) с2= а? +b, e? =c +d, рге? + 
Е 

e) b? = m? + h? , c? = h? + n? 

f b? =h? +2, c? =h? +n?, а? =b? + 


M 
685 
20910 БУШ? Кс) 25 AOS 
812 g)2/5h)3y2 
686 
a) 6 БУЛО Тс)їб d) 8 
е) 5/2 f) 9 
687 
а)15 b)4 с)15 
688 
a) 5, 7 b) 2/5 ‚24/14 с)20,25 
689 
| а) 52! b) 3/2 c) ПЕ 
| Фі2 e) 4 f) 15 
690 
а7 b)6 с)5 
691 
a)12 b)9 с)20 d)17e)12 
f) 5/3 
692 
a)4/5  b)20  c)14 
d) 16 е) 4/3 12 
693 
а) 44/5 М8 с) 10 
45 е)8 f) 8 
694 


а) 8/2 b)24 с) 6/5 14 
695 


34,2 b)4/3,4 04,3 


696 
a) 2/7 b) 4430) AJ 
697 
a) 8 b) 12 c) 24/6 
е 2 с) 750m* 
? 204m y 
E ИИ 2 336m* f) 54m 
699 
a)96 b)60 ©) 1643 
700 
a) 60m* b) 108m” c) 36/3m 
а) 168m? е) 150m? f) 8/21т 
701 
a) 120/3m? Б) 2107 
702 
а) 12/5 b) 36/2 
703 
a) 0); 
704 
a) 4J41lm b)25m с) 645m 
а) 2/5m е) 20m 
705 
a) 5/2m Б) 10/2m 
с) 2442 + 2)m 
706 
a) 343m b) 63m 
c) 2243 + 3)m 
707 
a) 442m b) 3242m 
c) 8m d) 2443m 
708 
36/2  b)s/2 oo 
e) m0 e) 3J6 f) 2a 
709 
W3 
dedão A 
710 
a) 443m? b) 364 3m? 


Exercícios de Matema ic A A er 
SE хе nát Ca - V 1 Ё 
c) 81/3m” d) 483m 125 
©) E 
711 124 
а) 244| 3m b) 54 / 3m с) 9645 a) 
d) 2,/3тге) 96 3m f) NM 1 
712 | ^ 
a) 7 b) 9 с) 83m ; 
d)81/3m' >) v8 3m 
713 | 
a 16/3” 
а)10  b)l4 с) | 
3 
d) 8/3m' | 
714 | 
a) 10 b)16 92 481/5, | 
715 | 
a) 81/3m? — b) 12m | 
с) 48/3m^ — d)3m 
716 
a) 42m — b)l4m 
717 | 
а) 108m? b) 440m? с) 320m | 
718 | 
а) 60m? b) 180m? 
c) 24/6m? 
719 
30-/1 Im? | 
720 | 
а) 24m? 0u6/7m? b) 21m? 
c) 14m? 
1 2 
d) 12m? ou 153 е ou E 
721 
а)5 5,12 o947 d 343m. 
722 
jam Ы) 2 
2 
723 
а)12 b)24 с)20 4)8 
724 
а) 2/29” 5)9 


E 
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) 
726 
113 b) 6/2 
27 
) 4 25)6 
a b) 12 
: 5 (о 45 é incoerente com a figura) 
4) 17 
к b) 10 
30 
É 5 510 
731 
ЯД 
132 
ШЕ 94 9 4./5 d) 4 
133 
46 012 ©) 2/7 à) 347 
734 
a) 2/13 b) 7 
735 
412 512 
736 
a)6m b) 17m 
737 
a) 9,6 b) 12 
738 
a)2m Б) 4,8m 
739 
2) 5/2m b) 2/13m c) 24m 
d) бт e) 12m 
740 
d) 64m е)8т 20 " 
g) 9,6m 
741 
a) 8/21 b)360  c)39 
036 — 920 02421 


742 
а) 224/5 b) 252 c) 192 d) 124 
743 


a) 234 b) 19.543 


744 
10 


745 
150m? 


746 
a)12 b) 343 c) 443 

747 

a) 4421 b) 13 c)6 
748 

52/3m? 


749 
24m? ou 30m? 


750 
a)20 b)9 c) 15 


751 


a) 7 b) Z c) (3- 242)R 


754 
642 
755) 
а) 16/5m? b) 48m 


c) 20 21m? d) 48m? е) 16/3m? 
f9/5m? в) 210m* h) 180m 


i) 30m? 
756 
a^43 1243 
а) -“ ус с) 


757 

a) 17 b)5e 10 €) 10 

758 

а)10 b)30 ‚ 16 c) 8 

759 

a) 60m? b) 108m? с) 84m? 
760 
а) 3343m? b) 116m? с) 96m 
761 


а) 45/5m? b) 256m? с) 95m? 


762 
a) 24m b) 600m? 


763 
a) 3m , 15m? 


764 
a) 36m? 


с) 96m? 


b) 24m? 


b) 4/11m? 
c) 18m ou 24m 

765 

а) 10, 2410 

c) 2421 , 69 


766 
72m? 


767 
3m , 6m 


768 
6m, 15m , 2m 


d) 96/2m? 


b) 10 


р2./3 


9 
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Capítulo 14 


786 
769 a) 157,5 b) 96 
Todas verdadeiras 787 
770 a)30 b)20,40 
^ 4 b) 8 c) 8 788 
е) 9,6 f) 8 a) 14m ; 16m 
771 b) AB=18;AC=20 с) 16m 
a) 9 b) 6 с) 14 580 
772 а) 15m; 10m Б) 24m; 30m 
ай DJ 790 
n E 
a) 15 b) E с) 1 ou 10 791 
ATA 12 16 50 
а) 28, 25 b) 6,4 а) тер же аст e) es 


775 E: 
ШЕР; 6 ME STO US 


20 
а)4 IS е) 012 e) 4 


776 
а)18 b 793 

es a) 15m ou 20mb) 9m 
Qm 


794 


ii юы 42m 


778 


795 
а) 16, 18 b) 16,8 ; 14 B 

— b)6 
779 а) “с ) 
а)14 b)15 796 


а) 24m , 40m Б) 24m е 18m 


780 

а)14 b)6 797 
x-15,y - 16 

781 

a) 12 b) 7 ms 199 

d)12 e) 6 f 17 9J Sm 


782 Emm 
а) 32  b)6  c)35 d) 13 18m 


783 
14 


784 
a) 12 b)17 


785 
a) 140 b) 180 
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Exe 


capítulo 15 


801 
pÃ=k, В=1 GN 
ep A 
KL КМ ІМ 
b) M=D NeÉ, К=] 
MN _ MK _ NK 
DE ГЕ EF 
802 
a) A ABC ~ AYXZ 
b) A MKN ~ A DBC 
803 
reb DEM 
M ж в X 
a b € DIC al 
A a 
9 2 X am f a 
рес x M X 
а a m x+y 
804 
a) 21,k=5 (oux=2) 
2 5 
К-- 27,k=— 
b) 14,k == с) 5 
4 
4,k=— 
d) 2 E 
805 
3)12;7  b)21;20 c)35;12 
d) 40; 20 
806 
330 b)5 c)21 d)8 
807 
318/44  b)4:8 c)6;8 
d) 1243 ; 643 
808 
а) 2445  b)9 
809 
а) 32321 )12;18 
810 


а) 25 b)6 


— 


505 


811 
34  b)4 


8m , 10m 
812 
828 
a) 3 b)4 c) 9 а) 5;4 Ы) 12; 4 
ША 829 
a) 6 b) 12 32 
4) 93-5  5)3;4 
814 
а) 350 Ь) 150 830 
815 a) 7; 10 b) 63 
a) 245 b) 105 
831 
816 a) 16 b) 5 
a) 25 b) 18 ou 8с) 56 
d) 125 ou 45 832 
24 
817 a) 6 0) 
а) 24; 32; 48 Ъ) 18; 27; 36 с)4 833 
е 10; 10 e 20 a) 5 b) 12 
818 834 
28. qe. 45 
Қ 28 35; 45; 30 b) 18 ә ба ы 6:10 
819 835 
a16 БМ 225 
а) 26; 91 b) 27 ou 162 
3 836 
820 а) 400m? Ы) 324m” 
a) A reta deve distar 8m е 10m dos 
lados menores 837 
b) Pelos pontos médios de lados a) 56; 48; 72 b) 115 
opostos (k = 1) 
838 
821 a) 40m b) 588 
2 
а) 588m? b) pt c) 25 839 
822 ES 
а) 9me 12m b)35mc) 54m" 25 
823 ye А 
3 a) > b) > 
a) 21; 18; 15 b) > 7 7 
824 d) 3 e) СД 
16; 14 7 49 
825 841 
28 а) 27502 Ы) 60m 
826 842 
а) 12 b) 40 a) 24m b) 150m? 


858 


(УА + AB + Jc) 


859 
6 


60/21 860 
ab 


17 
a+b 


862 


Vab 


26 | per cícios de Matemática — Vol. 6 _ 
| tulo 16 878 ы. 
Те» OEDS суо Шау о ta es 
868 _ К = bare 879 891 
а) P RE SHE a)4 b) 10 c) 6 d) 6 a) 16 b) 16 C) 13 
Ч 5. т: = b?; h? + n? = с? 892 
MI CÊ eg 880 
A Бі Б де с. am а)10 b) 12 c)6  d)13 а) 345 b) 6/2 с) 445 
b) Т b; m.n-c.x c? = m? + n?; 
е а2 4х5 т? = b? + х? 881 893 ; 
а) 2/2 b) 443 a) 12,645 b) 3,6; 6,4 
e b) 4 c) 10 с) 42; 94/2 M 
a 
462 918 дзор d 6/3;6/6 894 
882 а) 9,6; 7,2 b) 24/5 c) 17 
870 
p6 ыю 924 Mio 895 
d) 9 p Js 2) 2 b) 3/3 a8 БЫ) 2008 с) 24 
871 om d) 243 896 
2) 12 b) 8 с) 6 T a)25 b)192 
872 a) 16/2m? b) 150m? с) 156m? 897 а 
а) 16; 9 à PNG aii a) 80m? b) 1305m? c) 125m? 
е 
b) 1043; 15/3 Ғ) 60m? a d) 36m? ou 2443m? e) 128m? 
o) 391053 884 f m 
à 12: 4443 ; 613 а) 4502  b)12m? c)150m? 
8573-53 9) 2:4/5 ; 245 898 
e) 3; 3/3 885 212 b)7 
p a)204m? b) 304/32 
899 
2 2 
a) 9:447 ; 3V7 b) 15; 16;9 9 150m? 4) 126/5ш a)5m:24m, Leme a 2л  b)k 
c) 20; 15 ou 15; 20 886 m3 
874 але b3 с)ё d9 900 
а) 54m? b) 256m? с) 432m* 
2)4/3b)4 с) 3/7 887 ) | ) ) 
875 а) 10; z 
a) 15 b)13 c)8 901 
b) 4; 443 1024m? 
876 
a) ab = xy 888 902 
b) ad = be = fc 6m e 8m 
БЕРСИН a) 35 b) 2 
d) ab = xy aT | 903 
e) m (m +n) =y (x + y) Е а) 15m; 20m Б) 50m 
fx'-ab р)а?=х(х+у) а)9;5 0) 45 49 
h) x? = q? - R? 906 
890 


877 
33 b)18 c)9 


4) 15 e)6 


a6 59 o4 44 


300m? : 20m; 10413m 


910 


a/2 


508 лара 
= 923 b) 16 dS 
Capítulo 17 m 012 f) 4: 
913 за 
а) m n, tm_l 1) 27 b) 21 
жер Ай 20 p 534 
xo Уу 926 b) 48 60 ; 22 
yz xm x+m-+y a) 24; 24 
x vay PM в b) 27 б) 25 4) 45 
c ced exd+n 928 
LA A e b) SVZ 
929 
b) b с) b d) с e) y 42 y 2 c) 1 
g) ô h) y a) 2 2 
: 3 
jd е) 5 p Уз 
ч E = h— Ua 
n m g) 2 3 
e) — f) — 
é e 930 
a) 20 b) 154/3 c) 1843 
роза әв«2 ею 084/2 
X X : 
NE: 253826 3843 
— g- hb- 
b к 8 931 
n 
D p E. a) 16 b) 1043 с) 10/3 
d) 6/3 
3 3 O? 
a Озге ауыз b) 642 ; 446 
933 
35.2 4 9 25.8. айз b)16;843 
3 2 815 ом 
i а) 14;17 5)8/3;4У3 
» 25 935 
203 Ы) 1243 
936 
7 ХА 
ЕТЕ Р. а) 343 ; 64/3 b) 46:114/3 
937 
а) 10;16/3 b) 1443: 
RE 9 УЗ ) V3:28 
4 3 938 
a) 186 ; 18 (43 +3) 
ре b) 1043 ;30 
b) y с) 5 


Exercícios de Matemática Y 
=== 
ds “6 


939 
а) 30º b) 60º с) 450 
d) 30º e) 60 уузу 
940 
3 2 
a) 4 b) 3 
941 
4 15 
а) ж b) 
х9 17 
942 
4 12 
a) = b) << 
943 
a) 7243m? b) 9643m? 
с) 32тп? d) 50V3m? 


е) 36m? f) 9843m? 


944 

a) 10043m? b) 48/3m? 

с) 72m? d) 144m? 

e) 10843 m? 

945 

a) 42 b) 10842 с) 2145 
d) 5643 e) 1524/3 1) 432 
946 


a)x=acos A, у = а senda 
b)x-axenp,y-acosp 
О) = асоѕ Y, y —a SEN Y 
d)x=acoso,y=asena 


947 

а) 93;9  b)5W3;5 
Эмо ло. d) 1543-15 
948 

а) 742,7 b) 6/2 ;64/2 
с) 88/24) 3/2 342 
949 

a)14;1443 5) 10: 54/3 
с) 23:43 d) 9,943 
е) 20;10/3 9 643 ;124/3 


0) 8;16 h) 105/3 : 2043 


951 
a) 30m? b) 4842m? с) 184/302 


952 


ER 
A A 
7 Er 


soícios de 
р 
3 
ее” 
10 
955 
| 2) 45 
05 y 


a) 72 


d) 84 


p) 30У2 с) 563 


с) 6043 


b) 56 


e) 18042 


958 
, 150/2m b) 45/3m” 
a) І- 


9 
зо b) 10/2 c) 12/3 
960 
Да b) 8/3 се) 10/3 
961 
517 b) 5V2 92 
962 
pas ы 1043 
963 
668 55 9 5/2 


964 
a) 12:1243 Б) 343 с) 1643 ;42 


965 
г) 184372 Б) 24V3m2 


jm 4) 225m? 
966 
2) 78m? b) 126/3m? 
с) 400/3m” 4) 300/3m? 
967 


a) 220/3m? ou 26443m? 
c) 1204 3m? 


968 
а) 156/3m? b) 60m? 
969 
a) 40/2m? b) 48m? 
с) 375 43m? d) 63m? 
970 
а) 244 3m? b) 300/2m? 
c) 48m? — d) 200/3m? 
971 


a) 60m? b) 150/2m? c) 48/3m? 
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972 


27043m? ou 189/3m? 
973 
1 
1) 5 b) - с) Е 
974 
4 Е 
а) 4 D) с) y 
6 
975 
4 
a) 5 b) Уз с) — 
976 
а) 84 b) 68 c) 104 
d) 60 e) 85 f) 48 
977 
а) 6441 b) 30 
978 
а)10 Ь)3/2с)10 
979 


а) 6/2 b) 24/3 с)з6 4) 164/3 
980 
а) 6/7 
981 
а) 6:6/3 5) 8;443 с) 6/2:6 
d) 18; 64/5 e) 12 ; 10 


b) 5/3 


982 

а)6/7 Ь6 

983 

a) 843 b) 6/3 

984 

a) 4/5 һ)3/2с)2/5 d) 3 
985 

а) 50/3 Ы) 184/3 92543 
а) 48/3 е) 8/3 f) 9043 
g) 24 


986 
a) 12/32 b) 7242m? 


с) 72/2? 4) 96/3m? 
987 
a) 2/3 516 о) 3243 


d2W3 e) 18/28) 3043 


989 


a) 90m? 


b) 3643 m2 


с) 404/2m? d) 964 3m? 


990 
а) 190/2m? 
991 
а) 182/3m? 
992 
2 (Уз + ста 
993 
а) 3(У6- у2);3(,6 - 42) 
b) 342 + 5/6 
994 
а) 16/3m? 
995 
a) 100/3m? 
b) 120/3m? ou 2644 3m? 
d) 2254 3m? ou 75432 


b) 108/2m? 


d) 3043 m? 


b) 46/3m? 


996 

a) 9043m? ou 1440/3m? 
b) 20/2m? 

997 

а) 40/3m? b) 120m? с) 64/2m? 


d) 2443m? e) 33m? 4)32шт 
998 

a) 2421m b) e c) 12m 
999 

a) 30m? b) 12/2m? с) 945m? 
1000 


a) 5m ou Vim b) 6m ou 63m 
с) 48m? ou 80m* 


d) 48/3m* ou 48415m? 
e) 90m? e 210m? 


1001 
а) 36/3m? 


c) 4m? 


1002 
a) 450 ou 522 
c) 600 ou 1128 


1003 
a) 320 b) 1161 


1004 
4ab 
sen Q 


b) 128m? ou 32m? 


b) 576 


510 
eM M RD 


————— 


Capítulo 18 


1005 

а) с? =a? +p- 2am 
b) х2 =y + a? y 2az 
c) m? =] «p. 2nk 
d) d? = а2--с24 2ab 
е) b? = асо 
у= +х2_ 2ах 


1006 

a) 1 b) 1 S ud 
7 

d)2 e)2 f) = 


1007 
Todas verdadeiras 


1008 

a) а? = х? + y? — 2xy cos а 
b) x? = a? + b? — 2ab cos B 
с) c? = b? + d? — 2bd cos y 


1009 


a) 2/13 b)V69 с)24/26 
1010 
3 7 _23 
a)i 5% 7) 7) 
1011 
a)60º Б) 120° с) 45° 


1012 
a Майз 94/5 
4) 35 е)9/2 012 


1013 
а) 14 b) 12 


1014 


3/6 
o= gas с) /46 


1015 
а) 55 0) 286 


1016 


a) J34 9/6 


1017 


a) Obtusângulo b) Retângulo 


c) Obtusângulo d) Acutângulo 
e) Acutângulo 


8) Obtusângulo 

1018 

а)15/7 ОБ) 124/5 O) 24/21 
d) 24 е) 36/3 f) 192 
1019 


a) 15 b) 4/3 


f) Retángulo 


5/7 10/14 


14 


a)——— Ы) 5/3 


а) 20 b) 36 


a) 24 b) 12/2 96/6 


1025 
а) 105° b) 75º 
1026 

a) 14 b) 12 


с) 9/2 d) 4/3 


а) 2/5 b) 5 
1028 
2145 33/2 
) Басар 
10 8 
1029 
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1030 
51 
a) Acutángulo; 16 
5 
b) Obtusângulo; = 
c) Obtusángulo; 3 e 7 
1031 
23 
a) 247 ) 65 
1032 
x 
а) Лоб 5) !2 
1033 


а) 94/231 m? )96у6 m^ 
с) 44/5 m? 


1034 


а) 15/43 2/70 


1035 
а) 2430 b) 842 
1036 
а) 10/2 5) 12 
1037 
84/5 
aJe 9-2 96 da 
1038 
215421 .. 8415 
a) DR S om 
84 3 
d) 4/3 
1039 
a) 8 b) PA 
1040 
A 
a) A 
1041 


a) 3; 4 b) 1; 242 


1042 
a) 3 b) 243 


c) 15 
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1043 TN 
a) 14 b) 5 c) 10 258 
а) 6 1 $ 7) (yo 
4) 2643 +13 V13 5)120 
1059 
1044 8/35 
a) 60º ы. Уже ШЕ c) 12 
1045 
a)Acutángulo b) Retángulo 1060 
c) Obtusângulo d) Acutángulo 12/26 
e) Obtusángulo f) Retángulo 3) Sar b) 6 c) 443 d) 5 
1046 
1061 
Шар b) 3/2 
47 324/15 
10 D b)13 c)18/3 4)29 
6/6 
1048 1062. 
а)3 b) J19 a) 14 b) 129 
1049 1068 
B 16m, 12m e 8m 
4 
1069 
1050 
a)6;8 b) 18; 9 Кр эл 
231 
1051 1070 
2 р)24/6 m? 4/14 
3 E. | a) 8/14 m b) Sm 
c) 8421 m 
4414 
1052 3 
45/14 
а)6/2 — b) 6/6 Sere 
1053 1071 
a)4/3 ъ) 9/2 443 
| 1054 
36/2 Ы) 124/2 
1055 


| а) 105° Ы) 45° 


1056 
а97 $17 о) 2/29 


1057 
2 
mo b) 4,7 


©) 2/15 4) 8/10 
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Capítulo 19 


1076 

b) 10/2; 5/2. с) 9/2;9 
1079 
t=R;a= 
D = 2R 


1080 

а) R=3/2;a=3 
b) R=6; a-343 
c) R=2/3; а= J3 
1081 

a) R=6V2; 2-12 
b) к-4У3;/-4У3 


с) R=12; 4=1243 


1082 

a) £2 642; 259972. 

b) /=6; а-3У3 

с) 1=643; a=3 

1083 

a) 3 b) 3/3 о) 3 
1084 


а) 18/3; 18/2; 18 
b) 6; 6/2; 6/3 


1085 


a)8 6) 1043 c) 14 d) 643 


1086 
a) 20 


b) 1242. c) 942 d) 5/2 


1087 


a) 13 
е) 12 


Ы) 14 с) 10/3 d) 4/3 


1088 


a7 b)9 


с) 9/3 4) 2/3 


1089 ; 
a) 15 b)ll с) 342 d) AJ 2 
1090 

a) 943 b) 17 с) 154/3 d) 643 
е)14 f) 343 

1091 o. 108º 


a) 60º; 30º; 30% b) 36º; 72 


1092 
a) 15º b) 9º 


1093 
54 


1094 
20 e 24 


1095 
2343 52/3 945 @ УЗ 


1096 
a) 8/2 b) 4/2 ©) 4 d) 4 


1097 
a) 12 b) 6 с) 343 
de/s ӨзУ3 

1098 

DA ТЫП? с) 4У3 
1099 

a) 6v2 ув «643 
1100 

a) 3 b) A c) a 
1101 

312 ba3 о) 1243 
1102 

6/2 9943 «oe 
1103 

1104 

(5-1) m 
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1105 
45 - 1 
b) | 
4 
Jo r A) 1 
) == 
4 1 
6-245 EEES 
3 4 4 
f) a V10+ 24/5 
4 
1106 


y ais, o dos 
d) n Km 
COE S +) 


1107 


f 
a) R 42-42 D 5 Х4+2{2, 
с) (4242; (2 +1); t 230 


1108 
а) к= (45+) 
b) АЕ = £54 245 


с АС= == 10+24/5 
a) AD== (14+6/5 
1109 


a) х--(/5- 1) b) x= 


1110 


a 4=—(У5 +1) 
b) I) 26-55) 


1111 


a) 50m? b) 244/3 m? ©) 2743 m 


d) 64m? e) 724/3 m? 


2164) 


f) 2153 ш 


D» 
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1112 
022. 96 oa 


1113 


UD 905 943 


1114 


Capítulo 20 
1121 


a) 49 mm, 14тт Б) 81 лт 
с) 169 Tum, 26 лт 

d) 324 nm, 36 пт 

е) 64 лт2 16 лт 

f) 100 zm, 20 лт 


1122 
a) 36 tm? 


1123 
a) 1607m? 
b) 8Imm? е 81xmv? 


1124 
а) 34 tm? 


1125 
а) 240m? 


1126 

а) 12/27 - 3/3) m? 
b) 18(31 - 2/2) m? 
с) 12 (71 + 3)m? 


1127 

a) 32 (п – 2) m? 
b) 72 (л-2) m? 
с) 18 (4-1) m? 
d) 16 (4-1) m? 


1128 

a) 12(4т = 3/3) m’ 

b) ал 4343 ) m 

с) 2n. 3/5) m? 

d) 48(3/3 = 1) m 

1129 

a) 48(2т -345 ) ш? 

с) 6(2л ar 343) m? 

d) 3(15/3 - 2m)m? 

1130 

oe o (F 
2 

c) (к A 43) 

1138 


"(т +3— 3/3)a? 
3 


1139 
а) 25 mm”, 10 пт 
b) 36 л, 12 пт 


? 18zxm 


b) 225 mm? 


b) 50 nm? c) 98 лт? 


b) 420m? c) 220 mm? 


b) 241? 


> 
ла“ 
с) ——, nd 
4 


d) s2nm?, 44/13лт 
е) 36 тіп”, 12 nm 
f) 81 rm, 18 тіп 
g) 81 no”, 18 лт 


1140 2 
a) 84 mm? Б) 25 mm” c) 48 лт 
1141 

a) 4 лт b) 7 nm? 

с) 30 m d) 18 т? 

1142 


a) a z 2/2) m? 
b) Mm 3) m' 
c) 3(4n - 3/3) m' 


1143 
а)8(л-2) m? 


b) 2n - 343) m? 
c) 4(4n - 3/5) m? 


1144 
a)4(4-n)m 
b) 8 (3 T + 2) т> 
c) (3/3 - x) m’ 
d) 4 (4 - T) m? 
e) 8(1-2) m? 
f) 9 (4-7) ш 
1145 

а) 8Inm? 

с) 8 tm? 

e) 12 лт? 

1146 

a) 5 nm? 

c) 6 nm 

1147 

а) 289 mm? 


1148 
а) 900 т 
с) 450 л 


Ы) 16 тіп 
d) 100 rm? 


b) 12 nm 
d) 12 тап? 


b) 25тт? 


b) 600 x 


d) 1200 x 
105 
e) 1707 B 


1149 
а)8т b)9m с) 16x 


1150 


40 
а) 307 b) 207 c) 7 
d) 247 e) 25x. f) 40r 


Exercícios de M 


1151 


b) 36 (x-2) m 
»)—7T 
с) 3 

d) 12 (5x 


1152 
a) 1007 m? 


1153 
2807m 


1154 

2(243 - n) m? 
1155 
4(3/3 - n) m? 
1156 

x(4x - 343) m^ 
1157 

16m 

1158 

(2% зз)? 


12 
1159 


6(3/3 — т) m? 
1160 
3 тт? 

1161 

3 (24/30 - In) m 
1162 
X51 - 6/3) m? 
1163 

72m - 343 +6) m 
1164 

216(n-- 3) т? 
1165 

a) 6(4т - 343) т? 
с) 10072 

1166 

18(/3 –1) m? 
1167 


66 m? 


3)m 


b) 2897m 


b) 491m. 


1168 
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12/2л m ab 515 
1169 a+b (243 өзін 
{3 ш" 1194 1214 
1170 АТС COS a ж4г” 
D. b) 10 e 12 Tes SS E 
с) 13 5 m. a+b ALA э 
4 Jb" + 2ab— а? [5—13)a 
1171 1196 
2 2 2 8 
215m? 524m " Es 
197 
c) 13m d) 6m s Er. 
1172 r= > m 
a) 28 тип” b) "a m 1198 ш 
2 Eric 2 2 == 
c) 40m d) > m | R " 5) 7 
1173 ii 1218 
a) 34m b) 242 m IIS ab 
= 2) 0) 
с) 4pm? d) 4769 m 5 2 (a +b ) 
1200 1219 
1174 boo ES T 
15 b+c В; 26 acos— 
1175 1201 sen (о. + В) 
ba 1220 
q sen Q = 2 ча 2 
1181 1202 => 
6-m:Qr:(6-T 
ES A = 1221 
2N x 12 NET 
1182 в Ba 45. =н 
b-a 2/8 2 1222 
2 1204 (243 +3)в 
1183 а “-- 
һ 2 T-A 3 1223 
28 74 1205 A 
1184 45 т 
20. 9 1224 
1185 1208 В-Ү-0 
ab 1 245 2 
p 2 1225 
186 1209 ас+ bd 
90° а ES 
1189 5 ; 1226 : 
2 121 
ЖЕ > 2 36 n 2 sen^a.- sen 28 
1190 = 


1227 
tla(21- a) 1211 IP [meus 
РА ау10 MAT 


| 4 

55i $;) 1212 ms 
1192 =x senta m 2 (R? + а) 
a<b (encontra BC ) асас 


а> b (encontra CD) 8 senol 


To é 
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Testes е 
Questões de 
Vestibulares 


V.101 a 
V.102 e 
v.103 c 
V.104 c 
V.105 c 
V.106 c 


У.107 b 
v.108 b 
v.109 e 
v.110 b 
УІ c 
у.112 d 
V.113 c 
V.114 c 
V.115 c 
V.116 a 
V.117 e 
V.118 a 
v.119 a 
V.120 c 
V.121 d 
V.122 c 
V.123 e 
V.124 c 
V.125 a 
V.126 b 
V.127 d 
V.128 c 
V.129 d 
V.130 d 
V.131 e 
V.132 c 
V.133 e 
V.134 c 
V.135 d 
V.136 c 
V.137 e 
V.138 a 
V.139 c 
V.140 e 
V.141 b 
V.142 c 
V.143 b 
V.144 a 
V.145 d 
V.146 a 
V.147 d 
V.148 e 
V.149 d 
V.150 e 
V.151 d 
V.152 b 
V.153 b 
V.154 b 
V.155 d 
V.156 e 
V.157 b 
V.158 b 
V.159 a 
V.160 d 


V.161 d 


Exercícios de Matemáti 
— “UCA — 


Vol. 6 
V.162 b 
V.163 « 
V.164 b 
У.165 « 
V.166 b 
V.167 d 
V.168 b 
V.169 « 
V.170 b 
М.171 Ъ 
V.172 a 
М.173 а 
V.174 c | 
V.175 e | 
V.176 a 
V.177 c | 
V.178 e | 
V.179 d 
V.180 a | 
v.181 а 
V.182 e 
V.183 b 
V.184 b 
V.185 b 
V.186 d 
V.187 b 
V.188 c 
V.189 d 
V.190 e 
V.191 a 
V.192 a 
V.193 a 
V.194 e 
V.195 a 
V.196 e 
V.197 a 
V.198 a 
V.199 c 


V.200 c 


Questóes Dissertativas 
V.201 
É postulado da Geometria 
Euclideana: “Três pontos 
não colineares determi- 
nam um plano”. Uma 
mesa de 3 pernas fica 
apoiada num único plano, 
que é o plano do piso, е, 
portanto, não balança. 
V.202 
x coincide com b 
V.203 
Se a rota não tivesse sido 
corrigida, o avião estaria 
a 500km de B após ter 
voado 500km. 


V.204 

V.205 

V.206 b) 40º 

V.207 m (А) = 100° 
V.208 m (А) = 60º 
V.209 Resolução: 

Não é possível determinar 
os valores dos ângulos 
pedidos, pois o ponto D 
no triângulo ABC, pode 


ser qualquer, no lado AB. 
Justificativa: 


Construindo-se: 


D'E'|| DE podemos assu- 
mir valores diferentes 
para os ângulos DCE e 
BCD. E 
V.210 a) РСВ = 36º, 
ADC = 108º 
b) Demonstração 
У.211 а) 10cm 
b) 25º 
V.212 
O ângulo formado pelas 
retas suportes das alturas 
mede 80º. 
V213 À=36ºe 
V214 ВЕ 772 
V.215 
V.216 a) Demonstração 
b) Construção 
V.217 
V.218 
V.219 
V.220 
V.221 


Os lotes medem zu m, 


40m e Pb. m, 

У.222 

Os lados medem 24m, 

36m e 40m. 

У.223 AB'=26cm, 
B'C' = 3,9cm e 
C'D' = 6,5 cm. 

V.224 

V.225 

V.226 
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a) As retas MN e BC são 
paralelas. 

b) Area 100 

V.227 696.938km 
V.228 


V.229 
V.230 


2 
a) Yes 20 


Б) х= 15те y = 10m 


V231 x=2 


V.232 : 
У.233 ЕС = 15cm e 


EF = 25cm 
V.234 


a) 


D 
e A Ea 
S b É 
ег | É à 
С 


А 
b) 20,5m 


V.235 2 


V.236 Р 

У.237 4,08m 

V.238 a) Demonstração 
b) Demonstração 


15 
VII: 


V.240 


У.241 
V.242 
O deslocamento foi de 


4dm. 
V243 т=24/5 


v244 242-1) 


v.245 


2 
4 
3 

R=4 


2 

V246 = 

V247 

a) 90º b) 2/6 cm 
2 

ЫЛЕ. 

v249 42 e2 


V.250 


V.252 


Ібсіп e 12cm 


VES Do bebi кс” 


V.254 — cm 

У.255 225cm 

V.256 

V.257 у= 21 бп km/h 
V.258 40 000km 

V.259 

V.260 2400nm 

V.261 900ліп ou 2826m 
V.262 

a) 100cm? 


b) 200(1 + 2) cm? 
У.263 6cm? 


V.269 

O lado do quadrado deve 
aumentar de DES de 
sua medida. 

V.270 r=1 

V.271 200 000 cm? 


V.272 А variação é nula. 


V.273 
V.274 
V.275 


a) xoc o ou 


oua en fo 


ou x»2442 
r di 
Set 


700 
V.276 TUE үз m? 


V277 5043 m? 
V.278 
V.279 
V.280 а) 24/3 

b) АВ = 6/3 
V281 


b) 48cm? 

V282 2413 

V.283 

O corte foi feito a 4dm de 
distáncia de uma das ex- 
tremidades e a 8dm da 
outra. 

V.284 8004/3 km? 
V.285 810 


V.286 гуз 


V.287 т = 1,5ст 
У.288 а) 3m 


У.289 
А área do quadrilátero 
BMNC é 72m? 
V.290 32? 
V.291 a) 120km 

b) 10* hab/km? 
V.292 
a) AB = 243 


b) 20 u.a. 


V.293 
V.294 


4n —345 
6 


b)A= i R^(1- cosa) 


(2seno. — cosa. + T) 


үл06 EIA о 
3 
V.297 29mm? 


v298 L 
RD 
V.299 

O valor de л oculto nes- 
ses registros é 3. 


V.300 Cr$ 3.200,00 


T 1 
V.301 (5-4) cm? 


bo do be EO LE M а LL il O e 
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